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Vorwort.

Der grossartige Entwurf, den Riemann^) im Jahre 1857 von der

Theorie der Abel'schen Functionen gegeben hat^), ist seitdem ununter-

brochen weiter ausgebaut worden. Nächst den grösseren, allgemein

bekannten Werken über die Abel'schen Functionen von C. Neumann ^),

Clebsch und Gordan^), Briot^), die in engerem oder weiterem An-
schluss an Riemann das Verständniss von dessen Theorie vermitteln,

waren es besonders die Untersuchungen der Herren F. Prym") über

die hyperelliptischen Functionen und H. Weber'') über die Abel'schen

P'unctionen vom Geschlecht p == 3, die auf die weiteren Ausführungen

der Riemann'schen Theorie anregend und fördernd gewirkt haben.

Es fehlt indess augenblicklich an einem Lehrbuch, das nicht

nur eine Uebersicht über die von Riemann selber geschaffene Theorie,

sondern auch über die seither hinzugekommenen Ausführungen der-

1) B. ßienjann, Ges. Werke, lusggb. von H. Weber, Leipzig. 1. A. 1876.

2. A. 1892. S. 81— 135.

2) Kurz vor Riemann's VeröiFentlichuDg fallen die ersten Mittheilungen von
Herrn Weierstrass über seine Theorie der hyperelliptischen Functionen. Herr W.
hat seitdem seine Methoden auf die Aberschen Functionen und schliesslich auf
die allgemeinsten 2|)-fach periodischen Functionen von p Variabein ausgedehnt.
Der dritte Band der ges. Werke soll die Untersuchungen bringen. Das vorliegende

Werk hat es nur mit den Methoden von Riemann zu thun.

3) C. Neumann, Vorl. üb. Riemann's Theorie der Abel'schen Integrale,

Leipzig. 1. A. 1865. 2. A. 1884.

4) Clebsch u. Gor d an, Theorie der Aberschen Functionen. Leipzig 1866.

(Citirt: Ab. F.)

5) Briot, Theorie des fonctions Abeliennes. Paris 1879.

6) F. Prym, Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen, Wiener Denk-
schriften. Bd. 24. 1864. 2. A. Berlin 1885. Zum Theil schon als Dissertation Berlin

1863. Prym, Zur Theorie der Functionen in einer zweiblättr. Fläche. Zürich
1866. Bez. der Untersuchungen über Thetafunctionen s. S. 282.

7) H. Weber, Theorie der Abel'schen Functionen vom Geschlecht 3. Berlin

1876. (Citirt: Ab. F. p = 3.)

a*

Mv'775Ga



IV Vorwort.

selben gibt. Das vorliegende, aus Vorlesungen erwachsene Werk soll

versuchen, hier einzutreten. Die Darstellung schliesst sich im Grossen

und Ganzen eng an die Riemanu'sche Abhandlung an und zerfällt wie

diese in zwei Theile, von denen der erste die algebraischen Func-

tionen und Abel'schen Integrale, der zweite das Jacobi'sche Umkehr-

problem zum Gegenstand hat. Indess bin ich von der ßiemanu'schen

Behandlung besonders in zwei Punkten abgewichen, worüber ich kurz

Rechenschaft geben muss.

Der erste Punkt betrifft die Behandlung der algebraischen Func-

tionen. Diese ist von Riemann selber in rein algebraischer Form nur

bis zu einem gewissen Grade und unter beschränkenden Voraus-

setzungen durchgeführt, dann aber, der grösseren Allgemeinlieit halber,

durch fmictionontheo.retische Betrachtungen auf Grund des Dirichlet'-

schen Principes ergänzt worden. In ihrer ganzen Allgemeinheit ist

die Theorie der algebraischen Functionen noch heute Gegenstand aus-

gedehnter Untersuchungen; sie hat sich mehr und mehr zu einer

besonderen Disciplin entwickelt, die noch keineswegs abgeschlossen

ist^). Zunächst aber bedurften die von Riemann mit transcendenteu

Mitteln gew^onnenen Sätze einer rein algebraischen Beweisführung.

Eine solche wurde im Anschluss an Clebsch und Gordan zuerst von

den Herren Brill und Nöther in einer wichtigen Arbeit (Mathem.

Ann. Bd. 7. 1873) gegeben unter der Voraussetzung, dass die zu

Grunde liegende, algebraische Gleichung von singulären Punkten

nur mehrfache Punkte mit getrennten Tangenten besitze, auf welchen

Fall sich die allgemeinste, algebraische Gleichung durch eindeutige

Transformation zurückführen lässt. An diese algebraisch-geometrische

Theorie von Brill und Nöther schliesst sich unsere Darstellung

(Abschn. II § 7— 11) an mit der weiteren Beschränkung, dass von

singulären Punkten nur Doppelpunkte vorkommen, auf welche sich

wiederum die mehrfachen Punkte mit getrennten Tangenten durch

eindeutige Transformation zurückführen lassen. Doch sind die Ent-

wicklungen unter Voraussetzung von Doppelpunkten so gegeben, dass

eine Ausdehnung auf den allgemeineren Fall der mehrfachen Punkte

den Gedankengang im Wesentlichen ungeändert lässt. Es schien aus

didactischen Gründen zweckmässig, den algebraischen Theil der Theorie

1) Vgl. Brill u. Nöther, die Entwickelung der Theorie der algebraischen

Functionen. Sonderabdruck aus dem Jahresbericht der deutschen Mathematiker-

Vereinigung. Berlin 1894. In diesem Bericht ist u. A. besonders auch auf die

algebraische Theorie von Herrn Weierstrass (Vorlesungen von 1869 an) ein-

gegangen, während die mehr arithmetischen Untersuchungen von Kronecker und

Dedekind -Weber -von dem Bericht ausgeschlossen waren.



Vorwort. V

nicht zu weit auszudehnen, sondern mehr nur die leitenden Gedanken

hervortreten zu lassen.

Der zweite Punkt betriift die Einführung der Thetafunction,

Diese geschieht bei Riemann rein historisch und ohne Vermittelung

mit dem Umkehrproblem, zu dessen Lösung sie doch dienen soll.

Ein erster Weg, vom Umkehrproblem ausgehend, zur Thetafunction

zu gelangen, ist von Herrn Weierstrass und im Anschluss daran von

Clebsch und Gordan eingeschlagen worden. Man gewinnt hier die

Thetafunction, indem man eine Formel aus der Theorie der elliptischen

Functionen, welche das Integral 3. Gattung durch den Logarithmus

der Thetafunction darstellt, für den Fall der AbeFschen Functionen

und für p Variable erweitert. Indess führt diese Herleitung nur durch

eine längere, nicht leicht zu übersehende Rechnung zur Thetafunction

und ihren Eigenschaften und die mannigfachen Darstellungen der

algebraischen Functionen und Abel'schen Integrale durch die Theta-

function lassen sich, da sie entsprechend ebenfalls rechnerisch durch-

zuführen sind, nur schwer im voraus übersehen. Ein zweites Ver-

fahren, vom Umkehrproblem zur Thetafunction zu gelangen, ist von

Herrn Hermite für die elliptischen Functionen angegeben und von

Herrn Weber auf die Abel'schen Functionen ausgedehnt worden. Das-

selbe geht von der Bemerkung aus, dass die darzustellenden Um-
kehrungsfunctionen 2j)-fach periodische Functionen von p Variabein

sind, und zeigt, dass solche Functionen sich durch Quotienten von

j9-fach unendlichen Reihen in den p Variabein darstellen lassen. Diese

Reihen sind die Thetafunctionen. Die Riemann'sche Theorie, die sich

an diese Herleitung der Thetafunctionen unmittelbar und natürlich

anschliesst, bietet nunmehr den grossen Vortheil, dass man alle mög-

lichen Darstellungen von algebraischen Functionen und Abel'schen

Integralen durch die Thetafunction von vornherein übersieht und

beherrscht und dass man dadurch einen tieferen Einblick in die

innere Natur der Probleme und ihre Lösung gewinnt. Aus diesen

Gründen habe ich die zweite Herleitung der Thetafunction vor-

gezogen (§ 25).

Im Uebrigen war ich bestrebt, die Entwicklungen möglichst in

Ricmann's Sinn zu geben und aus der neueren Litteratur das auszu-

wählen, was sich enger an die Riemann'sche Theorie anschliesst. Bei

der Lösung des Umkehrproblems habe ich frühere, eigene Arbeiten

benutzt, welche mir einerseits zur Einführung in die allgemeine Theorie

am geeignetsten schienen (Abschnitt VI) und andrerseits die allge-

meinsten Bildungen enthalten dürften (Abschnitt VII). Die vor Allem

wichtigen invarianten Darstellungen lassen sich für allgemeines p noch



VI Vorwort.

nicht durchführen. Die neueren Untersuchungen in dieser Richtung

beschäftigen sich noch mit den Fällen ^ = 3 und j) = 4.

Auf specielle Fälle ist nicht eingegangen, weil solche in den

erwähnten Arbeiten der Herren Prym, Neumann, Weber und Thomae^)

eingehend in Riemann'schem Sinne behandelt sind. Dagegen habe ich

in der Einleitung zum ersten und zweiten Theil die wichtigsten Sätze

und Formeln aus der Theorie der elliptischen Functionen voraus-

geschickt und auf ihre Analogie mit den Sätzen und Formeln in der

Theorie der Abel'schen Functionen hingewiesen. Von Litteratur ist

nur das angeführt, was in näherer Beziehung zum Texte steht. Es

wird dies umsomehr genügen, als die Grundgedanken doch sämmtlich

auf Riemann zurückgehen. Zur Ergänzung der Litteraturangaben

kann, wenigstens für einen Theil des behandelten Stoffes, der bereits

erwähnte Bericht von Brill und Nöther dienen. An manchen Stellen,

wie z. B. bei der Besprechung des Zusammenhanges einer Fläche (§ 2)

und bei der Formulirung des Jacobi'schen Umkehrproblems (§ 25)

habe ich mich mit der historischen Anführung von Erklärungen und

Sätzen begnügt, um längere Einschaltungen, welche die Uebersicht

über die Haupttheile erschweren konnten, zu vermeiden.

Ich bin meinem Freunde, Herrn F. Prym, zu besonderem Danke

verpflichtet für die Bereitwilligkeit, mit der er mir die Einsicht in

zwei Vorlesungen von Riemann gestattet hat. Die erste Vorlesung

(Sommer 1861, angezeigt unter dem Titel: Ueber Functionen einer

veränderlichen, complexen Grösse, insbesondere elliptische und Abel'sche,

4 St. wöch.) behandelt den ersten Theil der Riemann'schen Theorie

(Ges. W. S. 81— 120) und gibt wesentlich Ausführungen derselben.

Von besonderem Interesse in ihr ist ein Abriss der Theorie der

elliptischen Functionen nach Riemann's Methoden. Die zweite Vorlesung

(Winter 1861/62, angezeigt als Fortsetzung der ersten, 3 St. wöch.) ent-

hält in ihrer ersten Hälfte den zweiten Theil der Riemann'schen Theorie

(Ges. W. S. 120—135), in ihrer zweiten Hälfte nach einigen weiteren,

allgemeinen Sätzen eine Reihe von Ausführungen für den Falljp= 3. Die

erste Vorlesung und die erste Hälfte der zweiten Vorlesung sind von

Herrn Prym ausgearbeitet und, autographirt, in engerem Kreise ver-

breitet. Die zweite Hälfte der zweiten Vorlesung ist nur in einer Nach-

schrift von Herrn Prym und der Abschrift eines Theiles derselben von

G. Roch vorhanden und aus dieser zum grösseren Theil in Riemann's

Ges. W. (S. 456—472) aufgenommen. Man darf wohl dem Wunsche

1) Thomae, Ueber eine specielle Klasse Abel'scher Functionen. Halle 1877;

und: Ueber eine specielle Klasse Abel'scher Functionen vom Geschlecht 3. Halle

1879.
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Ausdruck geben, dass die noch unbenutzten Theile jener Vorlesung

bei einer erneuten Auflage von Riemann's Werken Verwendung finden

möchten. Ich hebe aus ihnen folgende, in der Zwischenzeit von

anderen Autoren gefundenen und veröffentlichten Formeln hervor.

Erstens die in § 31 mitgetheilte Formel (21); zweitens eine Gleichung

für i?
== 3, die übereinstimmt mit der Gleichung, die Herr Weber

(Ab. ¥. p = 3. S. 107. Gl. (11)) aufgestellt hat und die für allgemeines

p in unsrer Darstellung in der ersten Gleichung (26) § 33 enthalten

ist; drittens eine Formel für 2> == 3 (ohne Beweis), die sich mit der

von Herrn Frobenius (Journ. für Math. Bd. 98. S. 260. 1884) gegebenen

Formel (7) deckt und die zu den in unserer Darstellung S. 279 er-

wähnten Formehl (P) gehört.

Zum Schluss ist es mir ein Bedürfniss, meinen Freunden und

Collegen, die mich bei der Arbeit unterstützt haben, auch an dieser

Stelle meinen wärmsten Dank auszusprechen, Herrn A. Brill für die

Hilfe, die er mir bei Bearbeitung der Abschnitte II und IV durch

Rath und That so eingehend gewährt hat, und Herrn 0. Holder für

eine Reihe sehr werthvoller Bemerkungen allo-emeiner Art.

Tübingen, Juli 1896.

H. Stahl.
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S. 142, Z. 7 V. u. in (8a) zu lesen: N. nnd M,. statt N- und Mi-

S. 190, Z. 17 V. o. zu lesen: in (30) und (31) § 33 statt in (12) § 31 und

(29) § 33.

S. 281, Z. 5 V. o. zu lesen: (20—26) statt (2—2G).

S. 281, Z. 21 V. 0. zu lesen: so dass die statt so dass.
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Erster Theil.

Die rationalen Functionen und Abel'schen Integrale.

Einleitung.

Die Theorie der Abel'schen Functionen und Integrale bildet eine

Verallgemeinerung der Theorie der elliptischen Functionen und Inte-

grale. Zum leichteren Verständniss der ersteren dürfte eine kurze üeber-

sicht über die Hauptpunkte der letzteren Theorie zweckmässig sein.

In der Theorie der elliptischen Functionen geht man aus

von einer Gleichung zwischen zwei complexen Variabein {x, y) vom

Grade w = 3 und vom Geschlecht p = 1 von der Form^)

2/2 = B{x) = 4:x^ — g^x — g^ = ^{x —^(^ - «2)(« — h)^ (1)

wo ^2 ^^^ 9z beliebige, reelle oder complexe Grössen sind.

Die erste Aufgabe ist die Untersuchung der Gleichung

(1); sie führt zu zwei geometrischen Vorstellungen, die beide von Wich-

tigkeit sind. Die erste derselben betrachtet als Ort der complexen

Variabein x nicht eine einfache Ebene, sondern eine zweiblättrige, im

Unendlichen geschlossene Fläche T, in welcher die zweiwerthige Function

y == yUx eindeutig ist, so dass jedem Werthepaar {x, y) oder {x, l/Rx)

eindeutig ein Punkt dieser Fläche entspricht und umgekehrt. Die

Fläche T heisst die Riemann'sche Verzweigungsfläche der Function

y =yiix'^ sie hat vier Verzweigungspunkte 61,62,6^,00. Ihre beiden

Blätter gehen in einander über längs zweier Verzweigungsschnitte, die

zwischen e^ und e^ und zwischen 6^ und 00 verlaufen mögen. Die

Fläche T ist nicht einfach zusammenhängend, sondern wird erst durch

2p = 2 Querschnitte a und h einfach zusammenhängend gemacht. Wir

denken uns h im oberen Blatt um die Punkte e^ und e^, a theils im

oberen theils im unteren Blatt um die Punkte 63 ^^^ ^1 gelegt. Die

1) Diese XJebersicht schliesst sich in der Behandlung an Riemann, in der

Bezeichnung an das Werk: Weierstrasä, Formen und Lehrsätze zum Gebrauche

der elliptischen Functionen, bearbeitet u. hggb. von Schwarz (2. A. 1893) an.

Stahl, Abel'sche Functioneu. 1
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zweite geometrische Vorstellung betrachtet (1) als Gleichung einer

Curve vom Grade n == 3 und vom Geschlecht p = 1 mit complexen

Coefficienten und complexen Coordinaten (x, y) und wendet auf sie

alle Bezeichnungen an, die bei reellen Curven gebräuchlich sind. Sie

spricht von einer Ebene, der {x, y) -Ebene, in der die Curve liegt (die

aber keine reelle Existenz hat), und nennt ein Werthepaar (x,y), das

der Gleichung (1) genügt, einen Punkt dieser Curve u. s. f. Die letztere

Deutung von (1) als Curve lässt eine besonders einfache Ausdrucks-

weise zu bei algebraischen Fragen und geometrischen Anwendungen,

die Darstellung von y durch die Verzweigungsfläche T bietet dagegen

besondere Vorzüge bei transcendenten Fragen.

Eine functionentheoretische Untersuchung zeigt, dass jede in T
eindeutige oder wie T verzweigte Function des Ortes, die regulär ist,

d. h. nur in einer endlichen Zahl von Punkten in T und in jedem der-

selben nur in endlicher Ordnung unendlich wird, eine rationale Function

von (x,y) oder von {x^Ylix) ist.

Diese Untersuchung der Gleichung (1) findet ihre Verallgemei-

nerung in den Betrachtungen des Abschnittes I.

Eine zweite Aufgabe ist die algebraische Untersuchung der

rationalen Functionen von (x, y) oder von {x,yjix). Diese

Functionen sind, wenn f{x) und cp(x) rationale, gebrochene Functionen

von X allein darstellen, von der Form

^^^ "
Vlix'~ '

Für diese Function gilt, im Gegensatz zu den rationalen Functionen

von X allein. Folgendes:

Die Function (2) ist eindeutig und stetig in der zweiblättrigen

Fläche T mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von Punkten, in

welchen die Function in endlicher Ordnung unendlich wird. Diese

Eigenschaft ist nach dem Obigen charakteristisch für die rationalen

Functionen von (x, y) und kann zur Definition derselben dienen.

Ferner ist die Zahl q der Punkte, in welchen die rationale

Function (2) unendlich in erster Ordnung (= oo^) und Null in erster

Ordnung (= 0^) wird, die gleiche; diese Zahl heisst die Ordnung der

Function. Aber die Ordnung q ist nicht willkürlich, sie hat eine

untere Grenze ^^ + 1 = 2 und die q oo^ Punkte und die q 0^ Punkte

der Function sind nicht unabhängig von einander, sondern von diesen

2q Punkten ist einer (p == 1) durch die 2q — 1 übrigen bestimmt.

Hieraus ergeben sich für die Bildung der rationalen Function von

{x, yUx) die Sätze:
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Die Function ist bis auf einen constanten Factor bestimmt, wenn

von ihren oo^ Punkten und 0^ Punkten alle bis auf einen gegeben

sind; der letzte Punkt ist dann eindeutig bestimmt.

Die Function ist ferner bis auf eine additive Constante be-

stimmt, wenn ihre q oo^ Punkte und q — 1 von den zugehörigen

Residuen gegeben sind. Das letzte Residuum ist dann eindeutig

bestimmt.

Diese Untersuchungen über die rationalen Functionen finden ihre

Verallgemeinerung in den Betrachtungen des Abschnittes 11.

Eine dritte Frage gilt den Integralen der rationalen Functio-

nen (2), den sog. elliptischen Integralen, die sich (abgesehen von

Integralen rationaler Functionen von x allein) darstellen in der Form:

J
'f{x)dx ,o\

WO f{x) eine gebrochene, rationale Function von x ist.

Die charakteristischen Eigenschaften der Integralfunction (3) von

X sind folgende:

Die Function (3) wird im Allgemeinen nicht nur algebraisch

sondern auch logarithmisch unendlich; sie ist ferner in der Fläche T
eine unendlich vieldeutige Function des Ortes, derart, dass sie um
gewisse Constanten A und B, die sog. Periodicitätsmoduln, wächst,

wenn der Integrationsweg die Querschnitte a und h überschreitet.

Das allgemeine elliptische Integral (3) lässt sich in einfachere

Integrale zerlegen, die wesentlich verschiedenen Charakter haben,

nämlich in Integrale der 1., 2. und 3. Gattung. Ein Integral 1. Gattung

bleibt in allen Punkten von T endlich; es gibt (entsprechend dem

Geschlecht p = 1 der Gleichung (1)) nur ein Integral 1. Gattung,

nämlich

:

u=-r^i~. (4)

00

Dagegen existiren beliebig viele Integrale 2. Gattung d. h. solche,

die nur in einem Punkt von T algebraisch unendlich werden, und

Integrale 3. Gattung d. h. solche, die nur in zwei Punkten von T
logarithmisch unendlich werden. So stellen die Integrale

X X

r^^ und
rVBx,_dx_

^^^

c c

1 *
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ein Integral 2. Gattung mit dem algebraischen Unstetigkeitspunkt

(x == cx), YRx = oo) und ein Integral 3. Gattung mit den beiden loga-

rithmischen ünstetigkeitspunkten [Xq, -j- yRX() und {x^, — YRXq) dar.

Untersucht man die Beziehungen, die zwischen zwei elliptischen

Integralen und ihren ünstetigkeitspunkten oder zwischen einem ellip-

tischen Integral und einer rationalen Function sowie deren ünstetig-

keitspunkten stattfinden, so erhält man eine Reihe von Gleichungen

und Sätzen, aus denen wir nur das Abel'sche Theorem für die Inte-

grale 1. Gattung hervorheben:

Die Summe der Werthe des elliptischen Integrals 1. Gattung,

genommen zwischen zwei Punktsystemen, in welchen eine rationale

Function r von (x, y) die Werthe oo^ und 0^ annimmt, ist gleich 0.

Setzt man z. B. r = aa; -f- &^ -j- c, wo a, h, c beliebige Constanten

sind, so wird r = oo^ im Punkt {x = oo,y = oo) der Curve (1) und

r = 0^ in drei Punkten (a;^, y^, (x^, y^), (x^, y^), die, wenn man Ylix

für y schreibt, durch die Gleichung verbunden sind:

1 x^ yjRx^

(6) 1 x^ ]/Rx^ = .

1 X^ j/jRajg

Bezeichnet man die drei Integrale 1. Gattung von der Form (4)

mit den oberen Grenzen x^, x.^, % durch m^, u^, %, so sagt das Abel-

sche Theorem aus, dass

(7) Mj + Mg + Mg = 0.

Aus (6) folgt also (7), und umgekehrt kann man aus (7) wieder

die Gleichung (6) ableiten.

Die vorstehenden Sätze über die elliptischen Integrale finden ihre

Verallgemeinerung im Abschnitt III; die Sätze über das Integral

1. Gattung in § 15; über die Integrale 2. und 3. Gattung in § 16;

das Abel'sche Theorem in §§ 19 und 20.

Hieran schliessen sich wichtige Folgerungen bez. der ümkehrungs-

function des Integrals 1. Gattung. Betrachtet man in (4) x als

Function von u und setzt

(8) x=p{u) y==]/Rx = -ll = - pXu)

und nennt die Periodicitätsmoduln des Integrals (4) an den Quer-

schnitten a und b bezüglich 2« und 2fo', so gibt die conforme Ab-

bildung der Verzweigungsfläche T mittels des Integrals (4) in der

M-Ebene ein Parallelogramm, dessen gegenüberliegende Seiten den

parallelen Rändern der Querschnitte a und h entsprechen. Hieraus
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folgt, dass die Functionen (8) eindeutige, doppelt periodische Functionen

der Variabein u mit den Perioden 2a) und 2©' sind; solche Functionen

heissen elliptische Functionen. Ebenso sind die Wurzelfunctionen

j/a; — €i {% =\, 2, 3) elliptische oder doppelt periodische Functionen

von u mit etwas veränderten Perioden.

Die Aequivalenz der Bedingungen (6) und (7) führt zu dem
algebraischen Additionstheorem der Function p(u), welches aussagt,

dass p(ui -\- u^) sich rational änrch pu^, pv^, pu^, p'u^ oder algebraisch

durch pUi,P'U2 allein ausdrücken lässt; es ist nämlich

2{puipui — ^gt)ipUi-\-pu^) — g^ —pu^p'u

2{pui—pu^y
~~

Ein ähnliches Additionstheorem besteht für p'(u), für die Wurzel-

functionen Ypn — ßi und allgemein für jede doppelt periodische

Function.

Diese Sätze über die elliptischen Functionen finden ihre Verall-

gemeinerung erst später in Abschnitt VII § 36 Satz V—IX.

Eine vierte Betrachtung dient zur Erweiterung der erhaltenen

Resultate. Die letzteren gelten zunächst für die algebraische Grund-

gleichung (1) vom Grade n = 3 und vom Geschlecht p = 1. Sie

lassen sich aber auf eine algebraische Gleichung F^ (x^
, y^)

== von

beliebigem Grade n^ und von demselben Geschlecht p = 1 übertragen

durch die sog. eindeutige Transformation d. h. eine Transformation

der Form
^1 = <p{x, y) Vi = tioc, y), (10)

wo (p und ip rationale Functionen von x und y sind von der Be-

schaffenheit, dass sich umgekehrt mit Hilfe von (1) oAqx F^{x^,y^ = Q

auch X und y als rationale Functionen von {x^, y^) darstellen. Es

zeigt sich, dass durch eine solche Transformation eine gegebene

Gleichung F^{x^, «/i)
= vom Geschlecht^ == 1 stets auf die Form (1)

gebracht werden kann derart, dass die absolute Invariante von (1),

nämlich g^'.g^, mit der von -Fl(^i,«/i)=0 identisch wird. Damit

hat man auch die Theorie der zu F.^{x^, y^) = gehörigen elliptischen

Functionen und Integrale.

Diese Untersuchungen finden ihre Verallgemeinerung im Ab-
schnitt IV.

Wir brechen hier die Uebersicht über die Theorie der elliptischen

Functionen ab und geben die Fortsetzung derselben in der Einleitung

zum zweiten Theil, der das Ümkehrproblem behandelt. Im Rückblick

auf das Vorstehende lässt sich nun der Inhalt des ersten Theiles

unserer Darstellung der Theorie der Abel'schen Functionen leicht
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übersehen. Derselbe handelt unter Voraussetzung einer algebraischen

Gleichung F(x, «/) = vom Grade n und vom Geschlecht p von den

rationalen Functionen von (x, y) und ihren Integralen, den Abel'schen

Integralen, und zerfällt in folgende vier Abschnitte:

Abschnitt I untersucht die algebraische Grundgleichung F(x,y)

== und die zugehörige Verzvs^eigungsfläche T.

Abschnitt II behandelt die Eigenschaften und ßildungsweisen

der rationalen Functionen von (x, y).

Abschnitt III betrachtet die zu JF=0 gehörigen Abel'schen

Integrale und die Beziehungen derselben zu einander und zu den

rationalen Functionen einschliesslich des Abel'schen Theorems.

Abschnitt IV gibt die Erweiterung der gewonnenen Theorie

durch Anwendung der eindeutigen Transformation auf die Gleichung

F(x,y)= und die zugehörigen rationalen Functionen und Abel'schen

Integrale.



Erster Abschnitt.

• Die algebraische (irnndgleichnng.

Wir geben zuerst (§§ 1— 3) eine geometrische Untersuchung der

Gleichung F{x, y) = und der Zweigfunctionen y = f{x), welche zur

Construction der mehrblättrigen Verzweigungsfläche T von y führt.

Alsdann folgt (§§ 4—6) eine analytische Untersuchung von F(x,y) =
und der in T eindeutigen, regulären Functionen.

§ 1. Die n Zweigfunctionen.

Die Grundlage der folgenden Untersuchungen bildet eine alge-

braische Gleichung zwischen zwei complexen Variabein x und y:

F{^7 y) = 0. Diese Gleichung sei in x, wie in y rational und ganz
und ausserdem irreducibel, d. h. nicht in Gleichungen derselben Art
von niederem Grade zerfällbar. Der Grad von F{x, y) in y sei n und
nach Potenzen von y geordnet sei

F{x, y) = r g'oC^) + r~'9'i (^) H h y(Pn-i(x) 4- g>n{x) = o, (i)

wobei die Coefficienten q>i{x) ganze rationale Functionen in x sind.

Man betrachte x als die unabhängige, y als die abhängige Variable

und denke sich die erstere geometrisch dargestellt in einer
Ebene, der a;-Ebene, die im Unendlichen geschlossen ist wie eine

Kugel. Durch Auflösung von (1) nach y erhält man n verschiedene

Functionen

yi = fi{x) y^ — f^ix) yn= fn{x), (2)

welche die Zweigfunctionen oder Zweige der durch (1) definirten

w-deutigen Function y = f{x) heissen.

Ein im Endlichen gelegener Punkt der ic-Ebene heisst ein re-

gulärer Punkt der w-deutigen Function y = f{x), wenn in ihm die

n Zweigfunctionen endliche und von einander verschiedene Werthe
haben; er heisst ein kritischer Punkt von y=f{x), wenn in ihm
einzelne Zweigfunctionen einander gleich oder unendlich werden.

Der Punkt a; = oo kann für die Function y = f{x) ebenfalls

regulär oder kritisch sein; die Untersuchung für ihn lässt sich stets
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durch die Substitution x = %~^ auf den Punkt | == einer |- Ebene

zurückführen. Wir werden daher das Verhalten der Zweigfunctionen

im Punkte ic = oo immer nur kurz erwähnen.

Wie die kritischen Punkte analytisch zu ermitteln und genauer

zu unterscheiden sind, zeigt sich später (§ 4). Man sieht aber sofort,

dass ihre Zahl eine endliche ist. Denn die Punkte, in denen die

Zweigfunctionen unendlich werden, sind die Nullpunkte von fp^ix),

und ausserdem unter Umständen der Punkt a; = oo, ihre Zahl ist

daher endlich. Und die Punkte, in denen mehrere Zweigfunctionen

gleich werden, sind die Nullpunkte der Discriminante, die man durch

Elimination von y aus F(x, y) = und F'(y) = erhält und ausser-

dem unter Umständen der Punkt a; = 005 ihre Zahl ist daher eben-

falls endlich.

Für das Verhalten der Zweigfunctionen in der Umgebung eines

Punktes x = a gilt der fundamentale Satz^):

(I) Hat die Gleichung F{x, y) = für einen Punkt x == a

m Wurzeln y, die gleich demselben Werth h sind, so hat

sie für einen nahe an a liegenden Punkt x m nahe an b

liegende Wurzeln; oder genauer: jede der m zugehörigen
Zweigfunctionen y ist in der Umgebung des Punktes a;= a

stetig.

Beweis. Lässt man a um | wachsen und bezeichnet den ent-

sprechenden Zuwachs von h mit rj, so ist zu zeigen, dass es eine

positive Grösse q gibt derart, dass für alle Zuwüchse |, für die der

Modul 111^9 ist, stets m und nur m Zuwüchse rj existiren, deren

Modul
\

rj <C<3, wo 6 eine beliebig kleine, vorgegebene Grösse ist.

Setzt man x = a -{- ^, y = b -\- rj und entwickelt F(x, y) == nach

Potenzen von rj, so erhält man:

(3) F(a j-^,b + ri) = X,+ X,ri + X,n' -f • + Z„r?''= 0.

Die Coefficienten X^, Xj,.., X„ sind Functionen von ^ und den

Constanten a und b. Wir schreiben die Gleichung (3)

F{a Jrl,b-^n) = rX«(l + P + 0,
wo

P= -|- (X„.+i + X,n^,ri -f •• + X„t-"'-')

Nach Voraussetzung ist für | = Xq = X^ = . . = Xm—i = 0,

dagegen X>n ^ 0. Man kann daher um a einen Kreis mit endlichem

1) Cauchy, Exerc. d'Analyse et de Physique. II. S. 109—136 (1841).
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Radius Q^, beschreiben, der keine Wurzel von X„, == enthält. Wir
setzen

I | j
< (>(, und bezeichnen mit A den kleinsten Modul von X,,,

im Kreise Qq, mit B den grössten unter den Moduln von X,n+i, . ., X„
im Kreise Qq. Setzt man gleichzeitig

\
rj

\

= a <1, so kann man

zuerst 6 so bestimmen, dass
|
P

|

< - wird, wenn ||| < (»o
und \rj\ = a

wird; man erhält dies 6, da

l^l<^(l + ^ + ^^+--) oder |P|<|j4^
ist, aus Bai A

Zu dem so bestimmten 6 kann man ferner, da ^ = wird für

I === 0, ein Q <Qq wählen, so dass auch
| ^ |

< - wird, wenn \ri\= e

und
I
I

I < p. Denn bezeichnet man mit C den grössten unter den
Moduln von X^, X,, . .,X,n-.x im Kreise q < q^, so ist

und es wird
| Q\<^, wenn man q bestimmt aus

G 1 — ff"' 1

Nunmehr hat man für
|

t;
|

== ^ und || [ ^ (> die Werthe
i

P
1
< -

und \Q\<^. Hieraus zieht man einen Schluss auf die Anzahl der

Wurzeln iq der Gleichung (3), die kleiner sind als <?. Nach einem be-

kannten Satze der Functionentheorie hat man in einer Ebene der
complexen Variabein y die Punkte h und & + »? zu markiren und
festzustellen, um welches Vielfache von 21% sich die Function

log F{a + I, & + ^) = m log t? + log X« + log (1 + P -j- Q)
ändert, wenn man den Punkt & + ?^ auf einem Kreise vom Radius a
um den Punkt & führt. Nun vermehrt sich hierbei m log r] um m2i7t]
dagegen nimmt log X„, seinen ursprünglichen Werth wieder an und
ebenso log(l + P+ ^)^ das letztere, weil für alle Punkte auf dem
Kreise sowohl

|

P
|

als
j
^ I kleiner als ^ sind, also

\
P -{- Q \

< 1 ist.

Mithin liegen in dem Kreise vom Radius um h genau m Wurzeln rj

von (3), deren Modul < ö ist. Wiederholt man jetzt die Betrachtung,
indem man 6'<6 annimmt, so kann man zu ö' ein passendes q'< q
finden. Für \V> ^ q' werden nun gerade m Werthe von rj, die kleiner
als ö' sind, existiren. Es sind also die früheren m Wurzeln rj jetzt in
den kleineren Kreis mit dem Radius ö' gerückt. Hieraus folgt, dass
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in der Umgebung des Punktes x = a in der a;-Ebene ein Gebiet

existirt, definirt durch l|'<(), in welchem die betrachteten m Zweig-

functionen stetig sind und dass diese m Zweigfunctionen in o;= a den

gemeinsamen Werth h annehmen, (q. e. d.)

Ist X = a ein regulärer Punkt, so folgt aus (I) der Satz:

(II) In der Umgebung eines regulären Punktes ist jede

Zweigfunction eindeutig und stetig und besitzt eine

stetige Ableitung.

Denn aus (I) folgt bereits, wenn man m = 1 setzt, dass für jede

Zweigfunction in der Umgebung eines regulären Punktes in der

a;- Ebene ein Gebiet existirt, für welches die Zweigfunction eindeutig

und stetig ist. Um zu zeigen, dass in diesem Gebiet die Zweig-

function eine stetige Ableitung besitzt, sei x ein regulärer Punkt,

?/ die betrachtete Zweigfunction. Ferner seien | und r] zusammen-

gehörige Zuwüchse von x und y (wie früher von a und &), die den

Bedingungen |||<p, |»?| f^ ^ genügen, wo q und d die im Beweis

von Satz I definirten, der betrachteten Zweigfunction entsprechenden

Grössen sind. Die Entwicklung von F{x + 1? ?/ + '»?)== nach Po-

tenzen von I und rj gibt, da F(x, y) = ist,

C+s) + ''(lf+^)=°.

wo ^ und H mit ^ und rj gleichzeitig gegen Null convergiren. Da

nun wegen der Stetigkeit auch r} mit | gegen Null convergirt, so

erhält man einen und nur einen Werth für den Quotienten

dx ' dy(t)|=o

Dieser Werth stellt die Ableitung von y nach x dar; dieselbe ist end-

f^F
lieh, da X ein regulärer Punkt, also y nicht = 0, und sie ist stetig,

da nach dem Früheren die Zweigfunction y eine stetige Function

von X ist.

Die Sätze T und II bilden die Grundlage für die weitere Unter-

suchung der Zweigfunctionen^). Aus (II) folgt: Ist x = a ein be-

liebiger, aber fest gewählter, regulärer Punkt, so lässt sich jede

Zweigfunction in der Umgebung von x = a va. eine Potenzreihe ent-

wickeln, die nach ganzen, positiven Potenzen von x — a fortschreitet

und in einem Kreise convergirt, der durch den nächsten kritischen

1) Puiseux, Journ. de Mathdm. T. XV u. XVI. 1850 u. 51. Deutsch von

H. Fischer: V. Puiseux' Untersuchungen über die algebraischen Functionen. Halle

1861. S. 7 ff.
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Punkt geht. Durch Transformation dieser Potenzreihen in andere

mit übereinander greifenden Convergenzkreisen kann man die Zweig-

functionen fortsetzen über die ganze a;- Ebene und dadurch ihr Ver-

halten und ihren Verlauf in allen Tlieilen der a;-Ebene untersuchen.

Es ergeben sich dabei zwei wichtige Sätze.

Bezeichnet man mit A ein einfach zusammenhängendes, endliches

oder unendliches Gebiet in der rr- Ebene, so lautet der erste Satz:

(III) Enthält das Gebiet A nur reguläre aber keine kri-

tischen Punkte und beschreibt x in A eine geschlossene

Linie, so fällt für jede Zweigfunction der Endwerth mit

dem Anfangswerth zusammen.

Es ist zu zeigen, dass, wenn man in A eine Zweigfunction, von

einem Punkte a ausgehend, auf zwei verschiedenen Curven nach einem

anderen Punkte a^ führt, die beiden Endwerthe der Function stets die-

selben sind, was sich mit der Behauptung des Satzes (III) deckt.

Betrachtet man zunächst in A zwei unendlich wenig verschiedene

Wege ama^ und ana^, und geht mit dem Anfangswerth ya, den eine

bestimmte Zweigfunction y im Punkt a hat, auf diesen Wegen nach %

,

so sind die beiden Werthe y^ und y„, die y in unendlich nahen

Punkten m und n der beiden Curven annimmt, stets unendlich wenig

verschieden wegen der Stetigkeit der Zweigfunction an regulären

Stellen. Daher können ym und y^ auch in a^ nicht zwei Werthe

haben, die um eine endliche Grösse verschieden sind, d. h. die Werthe

von y müssen in a^ zusammenfallen. Man kann nun von den zwei

unendlich nahen Curven zu zwei beliebigen Curven zwischen a und %
in A übergehen, indem man den Weg ama^^ durch allmähliche Ver-

änderung in einen anderen Weg apa^^ umformt. Auch dann muss die

Zweigfunction y, die mit dem Werth «/« in a beginnt, auf beiden

Wegen denselben Endwerth in a^ erhalten, da A keinen kritischen

Punkt enthält, also bei der Umwandlung des ersten Weges in den

zweiten auch kein solcher Punkt überschritten wird. (q. e. d.)

Dagegen sagt der zweite Satz^):

(IV) Enthält das Gebiet A kritische Punkte und beschreibt

X, von einem regulären Punkt ausgehend, in A eine ge-

schlossene Linie, die durch keinen kritischen Punkt hin-

durchgeht, so erfahren die n Zweigfunctionen y^, . ., y» im
Allgemeinen eine Permutation und sondern sich bei wie-

derholtem Durchlaufen derselben Linie in ein oder

mehrere cyclische Systeme.

1) Puiseux-Fischer S. 27.
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Durchläuft nämlich x in Ä eine geschlossene Linie in bestimmter

Richtung, so geht eine der Zweigfunctionen etwa y^ entweder wieder

in 2/1 oder in eine andere Zweigfunction etwa y.^ ü^^^- Bei einem

zweiten Durchlaufen der Linie in derselben Richtung geht diese

Function y^ entweder über in y^ oder in eine dritte Zweigfunction y.^.

Denn eine Rückkehr zu y.> ist ausgeschlossen, da ein Durchlaufen der

Linie in entgegengesetzter Richtung y,^ in y^ überführen muss. Ist y^

in «/g übergegangen, so führt ein drittes Durchlaufen der Linie y^

entweder in y^ oder in eine vierte Zweigfunction etwa y^ über. Denn

ein Uebergang von y.^ in 3/3 selber oder aber in ?/2 ist ausgeschlossen,

weil ein Durchlaufen der Curve in entgegengesetzter Richtung nach

dem Vorstehenden y^ in y.^, dagegen 7/2 in
?/i

überführen muss. Fährt

man so fort, so ist klar, dass man spätestens nach n Umläufen wieder

den ursprünglichen Werth y^ erhalten muss. In diesem Falle gehen

die n Zweigfunctionen y^, y^, . -, yn nach einem Umlauf etwa in

!/2j «/sj • •; Vn, Vi, folglich nach zwei Umläufen in 1/3, ^4, ..,?/„, 2/1, 2/2,

nach n— 1 Umläufen in y^, y^, . .,yn-i und nach n Umläufen wieder

in y^, y^, . ., y» über. Man sagt dann, die n Zweigfunctionen bilden

für die geschlossene Curve ein einziges, cyclisches System, Im All-

gemeinen werden indess schon n^ (< n) Zweigfunctionen unter sich

ein solches System bilden, w^ weitere ein zweites u. s. f., wobei

n^ -\- n^ -{-.• = n sein muss. Die Zahlen n^, n^, . . können dabei zum

Theil oder auch alle gleich 1 sein. (q. e. d.)

Um den Einfluss der kritischen Punkte auf den Verlauf und Zu-

sammenhang der Zweigfunctionen genauer zu untersuchen, führe man

die von dem regulären Punkt a ausgehende und nach a zurück-

kehrende geschlossene Curve durch Zusammenziehen, ohne dabei einen

kritischen Punkt zu überschreiten, zurück auf eine Anzahl von nach

einander zu durchlaufenden, geschlossenen Curven, die nur je einen

kritischen Punkt einschliessen und untersuche den Einüuss dieser

Curven auf die Zweigfunctionen. Man nennt eine von a ausgehende,

nur einen kritischen Punkt ^ umschliessende Curve eine Schleife

(nach Puiseux auch Elementarcurve) und denkt sich dieselbe als eine

Curve, die längs einer Linie s von a aus bis zu einem regulären

Punkt a in der Nähe von ^, dann auf einem kleinen Kreise um |

herum und längs s wieder nach a zurückführt. Durchläuft x eine

solche Schleife um einen im Endlichen der aj- Ebene liegenden

kritischen Punkt ^, so gilt Folgendes:

Die in a für die n Zweigfunctionen gültigen Entwicklungen seien

(4) y, =fi{x — a), y,^
= f:,(x — a) • yn = fn{x — a).
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Geht X auf s von a nach a, so mögen diese Entwicklungen bez. über-

gehen in die Functionen

ni=^fpl{^) 71-2 = fp%{p) • • nn = ^n{x). (5)

Umläuft X den Punkt ^ von a aus auf einem kleinen Kreise, so

erfahren die Functionen (5) eine Permutation (nach Satz IV), die

bezeichnet sei durch ?y,-^, i^/^, • -j^» • Kehrt endlich x von a auf s zu-

rück nach a, so haben die Functionen (4) eine entsprechende Per-

mutation erfahren, d. h. sie sind übergegangen in die Functionen

Vhi P'iJ -yVin- ^i^^ ^i® Schleife wiederholt durchlaufen, so gruppiren

sich die Functionen (4) zu Cyclen, derart, dass jedem Cjclus eine

Anzahl der Functionen (4) angehört, die sich beim Durchlaufen der

Schleife unter sich permutiren. Dabei können einzelne Cyclen eine

Function allein enthalten. Man kann hiernach die beim Durchlaufen

der Schleife auftretende Zahl der Cyclen, ferner die Anzahl und die

Nummern der jedem Cyclus zugehörigen Zweigfunctionen (4) fest-

stellen. Vom Punkte a aus werden also dem kritischen Punkte |

durch die Schleife s die Zweigfunctionen (4) in bestimmten Cyclen

zugeordnet. Es ist aber wichtig zu bemerken, dass diese Zuordnung

von der Lage der Schleifenlinien s zwischen a und | abhängt. Denn

wählt man zwischen a und ^ statt s eine andere Linie t, die zu-

sammen mit s beliebige kritische Punkte einschliessen mag, so gehen

die Functionen (4) durch stetige Fortsetzung längs der Linie t im

Punkt a nicht mehr bez. in die Functionen (5), sondern nach Satz IV

in eine Permutation dieser Functionen und die Functionen (4) beim

Durchlaufen der Schleife t nicht mehr bez. in die Functionen

2/'i? Vh} • •) VinJ sondern in eine entsprechende Permutation derselben

über. Beim Verlegen der Linie s zwischen a und ^ bleibt daher

wohl die Zahl der Cyclen und die Anzahl der jedem Cyclus zuge-

hörigen Zweigfunctionen erhalten, nicht aber die Nummern dieser

Zweigfunctionen in jedem Cyclus.

Handelt es sich für den kritischen Punkt § blos darum, die Zahl

der Cyclen und die Anzahl der jedem Cyclus zugehörigen Zweig-

functionen festzustellen, so genügt es offenbar, sämmtliche Zweig-

functionen auf einem kleinen Kreise um | zu führen und die dabei

auftretenden Cyclen zu bestimmen. Es ist klar, dass hierbei von den

kritischen Punkten solche, in denen nur eine Zweigfunction unendlich

wird, nicht in Betracht kommen, wohl aber solche, in denen von den

n Zweigfunctionen mehrere denselben endlichen (oder unendlichen)

Werth haben. Es ergibt sich aber aus der Betrachtung der Cyclen

eine weitere Unterscheidung der letzteren Punkte, nämlich eine Unter-
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Scheidung in kritische Punkte ohne und mit Verzweigung.

Die zwei einfachsten Fälle sind folgende:

1. In dem Punkte § haben die Zweigfunctionen verschiedene Werthe,

nur l (> 1) Zweigfunctionen haben denselben Werth und diese

A Zweigfunctionen bilden in der Umgebung von | einen einzigen

Cyclus. Man sagt dann, die l Zweigfunctionen hängen in dem

Punkte % zusammen oder sie sind in ihm verzweigt. Ein solcher

Punkt I heisst ein kritischer Punkt mit Verzweigung, genauer

ein l — 1-facher Verzweigungspunkt oder auch ein Ver-

zweigungspunkt von der Ordnung A.

2. In dem Punkte % haben die Zweigfunctionen verschiedene Werthe,

nur ^ (> 1) Zweigfunctionen haben denselben Werth, aber jede

dieser \x, Functionen geht bei einmaligem Umlaufen des Punktes

I in sich selbst über. Man sagt dann, die \i Zweigfunctionen

hängen in dem Punkte % nicht zusammen, sie verlaufen in der

Umgebung des Punktes | getrennt von einander. Ein solcher

Punkt I heisst ein kritischer Punkt ohne Verzweigung, genauer

ein ft-facher Punkt mit getrennten Zweigen.

Mit Rücksicht auf diese Unterscheidung folgt für das Verhalten

der Zweigfunctionen in einem beliebigen kritischen Punkte der Satz:

(V) In dem allgemeinsten kritischen Punkte l zerfallen die

n Zweigfunctionen y in Gruppen, so dass die Functionen

einer jeden Gruppe in l denselben Werth v\ (oder oo)

haben; dabei können in einer Gruppe noch solche Func-

tionen auftreten, die unverzweigt oder getrennt ver-

laufen und andere Functionen, die einen oder mehrere

Cyclen bilden.

Allgemein heisst ein kritischer Punkt l ein Verzweigungspunkt

oder ein Punkt ohne Verzweigung, je nachdem für ihn unter den

n Zweigfunctionen y Cyclen auftreten oder nicht. Wir bemerken noch

Folgendes. Ist ein Punkt l in mehrfacher Weise Verzweigungspunkt,

so dass in ihm A' Zweige den Werth
^i

haben und einen ersten Cyclus

von der Ordnung A' bilden, A" andere Zweige den Werth y\" haben

und einen zweiten Cyclus von der Ordnung A" bilden u. s. f. (wobei

die Werthe 7\\ rj",. . auch zum Theil oder alle zusammenfallen können

und unabhängig davon die Zahlen A', A", . . auch zum Theil oder alle

gleich sein können), so kann man, um die auf den folgenden Seiten

angegebenen Operationen auszuführen, sich statt | mehrere nahe zu-

sammenliegende Punkte I', I" . . denken, in denen je nur ein Cyclus

von bez. A', A", . . Zweigen stattfindet und hat dann nach Ausführung
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der Operationen nur die Punkte l', |", . • wieder in den Punkt | zu-

sammenrücken zu lassen.

Für den Verlauf und den Zusammenhang der Zweigfunctionen

sind offenbar ausschliesslich die Verzweigungspunkte von Einfluss,

während die kritischen Punkte ohne Verzweigung sich wie reguläre

Punkte verhalten, vorausgesetzt, dass die Zweigfunctionen, die in

einem solchen Punkte gleiche Werthe haben, nicht durch den Punkt
geführt werden. Unter dieser Voraussetzung kann man schon in III

und IV den Ausdruck „kritische Punkte" durch „Verzweigungspunkte"

ersetzen.

Die vorstehenden Betrachtungen führen nun zu einer allgemeinen

Vorstellung über die W^erthvertheilung der n-werthigen Function

y==f{x). Man denke sich sämmtliche Verzweigungspunkte l^, Ig; • •

(die übrigen kritischen Punkte kommen hierbei nicht in Betracht) in

der a;-Ebene festgelegt und mittels einer von dem regulären Punkt a

nach dem Verzweigungspunkt |j gehenden Schleife s,- die dem Punkt

I; zugehörigen Cyclen der Zweigfunctionen ermittelt. Die Nummern
der in einem solchen Cyclus enthaltenen Zweigfunction hängen aber

nach dem Vorigen von der Lage der Schleife Si zwischen a und |,-

ab und ändern sich mit derselben; es ist daher eine Bestimmung
über diese Lage zu treffen. Hierzu ordne man die Verzweigungs-

punkte li, ^2, • • in eine beliebige Reihenfolge und verbinde sie in

dieser Folge durch eine sich selbst nicht schneidende Hilfslinie C.

Man ziehe alsdann von a nach i,^, I2? • • t)ez. die Schleifen s^, s^, . .

derart, dass sie einander und G nicht schneiden. Bei dieser Anord-

nung sind für jeden Verzweigungspunkt die Cyclen und in jedem
Cyclus die Nummern der ihm angehörigen Zweigfunctionen eindeutig

bestimmt. Alsdann lösche man die Linie G. V^ählt man jetzt in a

zunächst nur einen der n Zweige, etwa y^, und bildet die stetige

Fortsetzung desselben, indem man die Variable x von a aus einen

beliebigen Weg beschreiben lässt, der keine der Schleifenlinien Si über-

schreitet, so erhält man für jeden Punkt der .x-Ebene einen be-

stimmten Werth des betrachteten Zweiges. Die Werthe des Zweiges

ändern sich nach Satz I stetig mit der Lage von x auch dann noch,

wenn der Weg in einen der Punkte |,: selber führt. Nur an den

Curven s,- ist der Zweig im Allgemeinen unstetig, d. h. die Werthe
des Zweiges in gegenüberliegenden Punkten zu beiden Seiten der

Curven Si sind im Allgemeinen verschieden.

Auf diese Weise ist der erste Zweig y^ in der ganzen ic-Ebene

festgelegt. Legt man in derselben W^eise auch die übrigen Zweige

y^,

.

., y„ in der aj-Ebene fest, so ist nach den vorstehenden Entwick-
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lungen klar, dass beim Ueberschreiten der Schleifenlinien Si die ver-

schiedenen Zweige in bestimmter Weise stelig in einander übergehen

müssen. Es gilt nun schliesslich der Satz:

(VI) Wenn F(x, y) = irreducibel ist, so schliessen sich

die sämmtlichen Fortsetzungen der n Zweigfunctionen

Vi = fi(x) zu einer einzigen analytischen Function zu-

sammen.^)

Wir behaupten mit anderen Worten: Ist F(x, y) = irreducibel,

so kann man, von dem regulären Punkt a ausgehend, in der ic -Ebene

stets eine geschlossene Curve so wählen, dass der Endwerth yf, den

die Zweigfunction yi nach dem Durchlaufen der Curve in a erreicht,

mit einem der Werthe y^^, y27 - -p Pn ^on y in a, den man beliebig

voraus bestimmen kann, zusammenfällt.

In der That kann man durch eine passende Reihe von Schleifen,

also auch durch eine geschlossene Curve, von jedem der in a statt-

findenden Zweigwerthe zu jedem andern vorausbestimmten Zweigwerth

gelangen. Denn, wäre dies nicht der Fall, so müsste es einen Cyclus

von weniger als n Zweigwerthen y^, yi, . . geben, die nur immer in

einander übergehen, welche Schleifen um die Verzweigungspunkte

man auch durchläuft. Eine jede symmetrische Verbindung der Func-

tionen yk, yi, . . müsste also, indem man sie von a aus über einen

geschlossenen Weg in der a;- Ebene führt, in a wieder den ursprüng-

lichen Werth annehmen. Sie wäre also in der ganzen iC-Ebene ein-

deutig und folglich, da sie nur in endlicher Ordnung unendlich wird,

eine rationale Function von x. Man könnte daher eine Gleichung in y
aufstellen, deren Coefficienten rationale Functionen von x wären und

deren Wurzeln nur aus einem Theil der n Zweigfunctionen yi bestün-

den. Diese Gleichung müsste also ein Factor von F(x, y) =
sein, was der Voraussetzung, dass F(x, y) = irreducibel sei, wider-

spricht, (q. e. d.)

§ 2. Die Biemaun'sche Verzweigungsfläche. ^)

Der Zusammenhang der n Zweigfunctionen und der Gesammtver-

lauf der n-werthigen Function y gewinnt bedeutend an Anschaulich-

keit, wenn man eine geometrische Vorstellung benutzt, die von

Riemann ausgebildet ist. Dieselbe betrachtet als Ort der Variabein

x nicht, wie bisher geschah, die einfache Ä;-Ebene, sondern eine über

der ic- Ebene w-blättrig ausgebreitete, in sich zusammenhängende

1) Puiseux-Fischer S. 134 ff.

2) Riemann, Ges. W. S. 7. 83. 95 ff.
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Fläche T, die Riemann'sche Verzweigungsfläche von y. Eine

solche Fläche verwandelt gradezu die in der a;-Ebene n-werthige

Function y in eine einw^erthige Function des Ortes in der Fläche.

Sie ermöglicht dadurch die Anwendung der Sätze über einwerthige

Functionen und ihre Integrale auf die Function y, oder allgemeiner

auf rationale Functionen von x und y und deren Integrale. Die Con-

struction der Verzweigungsfläche von y ist folgende:

Da jedem x n Werthe von y entsprechen, so breite man über

der einfachen a;-Ebene n getrennte, im Unendlichen geschlossene

Blätter B^^ B.,,..,Bn aus und ordne den über dem regulären Punkt

a der a;- Ebene in diesen Blättern liegenden n Punkten die Werthe

der Zweigfunctionen

\ = /!(«), h = Üia) • 'bn= fn{a) (1)

in beliebiger Reihenfolge zu, etwa so, dass dem Blatt Bk der Werth hk

entspricht. Damit sind auch in der Umgebung von a den n Blättern

die n Zweigfunctionen

Vi = /"i(^), Vi = Ui.^) • yn= fn{x) (2)

zugeordnet. Der in § 1 festgestellte Zusammenhang der n Zweig-

functionen überträgt sich nun in folgender Weise auf die n Blätter.

Es sind lediglich die Verzweigungspunkte ins Auge zu fassen,

weil in ihrer und nur in ihrer Umgebung die Blätter in einander

übergehen, während sie in allen anderen Punkten getrennt bleiben.

Man lege in der a;-Ebene von a aus nach den Verzweigungspunkten

I,, lo,.. die Schleifen s^, s^, .. in der in § 1 angegebenen Weise,

markire in allen n Blättern die über je einem Verzweigungspunkt ^,-

liegenden n Punkte und durchschneide die sämmtlichen Blätter längs

derjenigen Curven Si, die über den in der a;- Ebene gezogenen Schleifen-

linien Si hinlaufen. Setzt man nun in jedem Blatte die in der Um-
gebung des Punktes a durch die Werthe &, (1) bereits festgelegten

Zweigfunctionen stetig fort, ohne die Schnitte Si zu überschreiten, so

wird jeder Punkt eines jeden der n Blätter der Träger eines ganz

bestimmten Werthes von y. Dabei hat in übereinander liegenden

Punkten der n Blätter x denselben Werth, aber y je einen der zu-

gehörigen Zweigwerthe. Ein bestimmter Punkt eines Blattes

ist demnach nicht durch den Werth von x allein, sondern durch
zwei zusammengehörige Werthe (x, y) charakterisirt.

Die n Blätter sind vorläufig noch von einander getrennt; sie

stellen aber in ihrer Gesammtheit einen Ort oder ein Gebiet dar,

welches die ganze Ausbreitung der w-werthigen Function y enthält.

Jede Zweigfunction ist eindeutig und stetig in ihrem Blatt aus-

Stahl, Abel'ache FoBOtionen. 2
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gebreitet, mit Ausnahme der Schnitte Si. Längs dieser aber schliessen

sich die Zweige von y in den verschiedenen Blättern aneinander und

es sind demgemäss noch die Blätter längs der Schnitte Si unter ein-

ander zu verbinden. Hierzu untersuche man für einen Verzweigungs-

punkt |j mittels der zugehörigen Schleife Si in der oj-Ebene die Zahl

Xi und die Nummern der in ihm zusammenhängenden Functionszweige.

Man verbinde dann die diesen Zweigen entsprechenden Blätter längs

der Schnitte Si in der Reihenfolge, in der ihr Zusammenhang durch

die Schleife s» festgestellt war, während in den übrigen Blättern der

Schnitt Si zu löschen ist. Man kann dies anschaulich so ausdrücken.

Um den Aj — 1 -fachen Verzweigungspunkt |i der Fläche winden sich

die A; Blätter in bestimmter Weise schraubenförmig herum (wie eine

Schraubenfläche von unendlich kleiner Höhe des Schraubenganges),

derart, dass ein Umkreisen des Punktes in der Fläche aus dem ersten

der in ihm zusammenhängenden Blätter in ein zweites, ein abermaliges

Umkreisen aus dem zweiten in ein drittes Blatt führt u. s. f., so dass

eine Curve erst, nachdem sie den Punkt |,- Aj-mal umkreist hat, in

das erste Blatt zurückführt und sich schliesst. Hierbei hat man sich

vorzustellen, dass das letzte der A; Blätter sich längs des Schnittes Si

mit dem ersten Blatt wieder vereinigt, indem es alle zwischenliegen-

den Blätter durchsetzt. Die Verzweigungspunkte heissen wegen dieses

Verhaltens auch Windungspunkte. Führt man diese Construction

für die sämmtlichen Verzweigungspunkte |i, von denen auch einige

über einander liegen können, durch, so stellt die Fläche in der Um-
gebung derselben die Verzweigungsart der Function y in der richtigen

Weise dar.

Indem man die A/ Blätter, die in 1,- zusammenhängen, längs

der Schnitte Si verbindet, tritt aber auch die in jenen Aj Blättern

über a liegende Gruppe vor A» Punkten zu einem Punkte zu-

sammen, der für den Augenblick durch a^ bezeichnet sei. Es hängen

also, wenn die angegebene Construction für die sämmtlichen Ver-

zweigungspunkte ^i durchgeführt ist, die n Blätter noch in den über

a liegenden Gruppenpunkten üi in gewisser Weise zusammen. Soll

die Verzweigungsart der Function y auch im Punkte a durch die

Fläche dargestellt sein, so müssen, da a ein regulärer Punkt war, die

letzteren Zusammenhänge sich wieder aufheben oder die n Blätter in

den über a liegenden Punkten sich wieder trennen. Dies ist in der

That der Fall. Umläuft man nämlich in der einfachen ä;-Ebene mit

einer beliebigen Zweigfunction yk eine geschlossene Curve, die alle

Verzweigungspunkte |i und den einfachen Punkt a einschliesst, so

tritt keine Werthänderung von yk ein. Die geschlossene Curve lässt
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sich aber zusammenziehen in die Gesammtheit der von a ausgehen-

den, die Verzweigungspunkte |i umschliessenden Schleifen S;. Daher

kann auch keine Werthänderung von yk eintreten, wenn man in der

iC-Ebene die Schleifen s,- in der früher festgesetzten Ordnung durch-

läuft. Nun finden aber in den Gruppenpunkten üi dieselben Zu-

sammenhänge der Blätter statt, wie in den entsprechenden Ver-

zweigungspunkten |(. Daher folgt, dass in der oben construirten,

w-blättrigen Fläche die im Punkt a dem ¥^^ Blatt zugeordnete Zweig-

function yk, wenn man dieselbe, im ¥^^ Blatt beginnend und stetig

in der Fläche fortgehend, um die über a liegenden Punkte a,- auf einem

kleinem Kreise herumführt, wobei sie an jedem in diesen Punkten ein-

mündenden Schnitte Si in ein anderes Blatt eintreten kann, doch nach

einmaligem Umlaufen in das ¥^ Blatt zurückkehrt, dass also wirklich

die n Zweige in den n Blättern über dem Punkt a getrennt verlaufen.

Nach dem Vorstehenden erscheint die Construction der w-blättrigen

Fläche immer noch in Abhängigkeit von dem Punkte a, da die von

den Verzweigungspunkten ausgehenden Schnitte /S',-, längs deren die

Blätter zusammenhängen, alle in den über a liegenden Punkten der

Fläche zusammenlaufen. Es lassen sich aber offenbar die die Blätter

aneinander fügenden Schnitte Si in gewisse Gruppen zusammenfassen,

als solche von einander trennen und von a aus verschieben, ohne

kritische Punkte zu überschreiten, so dass die Verzweigung von y

ungestört bleibt. Hierdurch erhält man eine von dem zufällig ge-

wählten Punkte a ganz unabhängige Fläche. Dies ist die gesuchte

Verzweigungsfläche T der »«-werthigen Function y. Die Linien

zwischen den Verzweigungspunkten, längs deren die n Blätter zu-

sammenhängen, heissen die Verzweigungsschnitte der Fläche T.

Die angegebene Construction liefert die Verzweigungsfläche von y in

mannigfacher Form, da die Anordnung der Verzweigungsschnitte noch

mancherlei Aenderungen zulässt. Wie aber auch die Wahl derselben

getroffen sei, die Verzweigungsfläche von y muss bei unsrer Voraus-

setzung, dass die Gleichung F{xy y) = unzerfällbar sei, nach Satz VI

§ 1 stets eine einzige, zusammenhängende Fläche sein und nicht blos

in einzelnen Punkten, sondern längs ganzer Verzweigungsschnitte zu-

sammenhängen.

Aus der Construction geht zugleich hervor, dass die durch

F(x, y) = definirte Function y in der n- blättrigen Fläche T sich

verhält wie eine eindeutige Function, d. h. dass jeder in der

Fläche von einem Punkt zu einem anderen führende Weg, der nicht

durch einen kritischen Punkt geht, auch stets denselben Endwerth

der Function liefert.
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Die w- blättrige Verzweigungsfläche T erläutert nun das Ver-

halten der Zweigfunctionen noch anschaulicher als die einfache

aj-Ebene. Wie schon bemerkt, ist ein jeder Punkt eines jeden Blattes

nicht durch den Werth von x allein, sondern erst durch ein Werthe-

paar {x, y), das der Gleichung F{x, y) = genügt, charakterisirt.

Hat nun für einen Punkt x = a der a;- Ebene eine Zweigfunction

y den Werth h (während die übrigen Zweigfunctionen beliebige, auch

unter sich gleiche, nur von h verschiedene Werthe annehmen sollen) so

gehört in der Fläche T das Werthepaar (a, h) einem bestimmten Punkt

eines bestimmten Blattes an, in dessen Umgebung dieses Blatt völlig

getrennt von den anderen Blättern verläuft. Ein solcher Punkt (a, b)

soll ein einfacher Punkt der Fläche T heissen. Einem regulären

Punkt X = a der ä;-Ebene entsprechen also in T n über a liegende,

einfache Punkte, in jedem Blatt ein solcher Punkt.

Haben dagegen für einen Punkt x = a der a; -Ebene 1 (> 1)

Zweigfunctionen y denselben Werth b und bilden diese in der Um-
gebung von X = a einen einzigen Cyclus (während die übrigen Zweig-

functionen wieder beliebige, nur von b verschiedene Werthe annehmen

sollen), so bezeichnet in der Fläche T das Werthepaar (a, b) gleich-

zeitig l Punkte, die in einen Punkt zusammenfallen, in dessen

Umgebung die X entsprechenden Blätter schraubenförmig zusammen-

hängen. Ein solcher Punkt (a, b) heisst ein A — 1-facher Ver-

zweigungspunkt oder Windungspunkt der Fläche T. Ist

A == 2, so heisst der Punkt (a, b) ein einfacher Verzweigungs-

punkt der Fläche T.

Haben endlich für einen Punkt x = a der a:- Ebene fi (> 1)

Zweigfunctionen y denselben Werth b, ohne in der Umgebung von

x = a zusammen zu hängen (während die übrigen Zweigfunctionen

beliebig, aber von b verschieden sind), so bezeichnet in der Fläche T
das Werthepaar (a, b) gleichzeitig ft Punkte, die in einen Punkt

zusammenfallen, in dessen Umgebung aber die [i entsprechenden Blätter

getrennt verlaufen. Ein solcher Punkt {a, b) heisst ein ft-facher

Punkt mit getrennten Blättern der Fläche T. In einem solchen

Punkte hängen die ^ Blätter nicht zusammen; um indess anzudeuten,

dass in ihm den ft Blättern derselbe Werth von y zukommt, gebrauchen

wir den Ausdruck, die ^ Blätter berühren sich in dem be-

treffenden Punkt. Ist ^ = 2, so heisst der Punkt (a, b) ein

Doppelpunkt der Fläche T.

Nach Satz V § 1 sondern sich im allgemeinsten Falle die dem-

selben Werth X = a ha. der Fläche T entsprechenden n Punkte in

Gruppen von Punkten (a, b), (a, b^, . ., deren jede gleichzeitig ein-
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fache Punkte, melirfaclie Punkte mit getrennten Blättern und einen

oder mehrere Verzweigungspunkte von beliebiger Ordnung enthalten

kann.

Die w- blättrige Fläche T erläutert ferner in einfacher Weise den

Charakter der Reihenentwicklung der Zweigfunctionen y in der Um-

gebung der betrachteten Punkte.

Aus den Sätzen I und II § 1 folgt:

(I) Ist (a, h) ein einfacher Punkt der Fläche T, in dem
also y den endlichen Werth h hat und das zugehörige

Blatt von den anderen getrennt verläuft, so besitzt die

zugehörige Zweigfunction y in der Umgebung des Punktes

eine für das zugehörige Blatt gültige Reihenentwicklung,

die nach ganzen, positiven Potenzen von x — a fort-

schreitet und einen gewissen Convergenzkreis hat.

Diese Entwicklung ist also von der Form

y — h = a(x - a) -\- ß{x — af -\- y{x — af -\
. (3)

Hier können von den Coefficienten o:, /3, y, . . auch etliche in

endlicher Zahl verschwinden. Ist (a, b^) ein zweiter einfacher Punkt,

der über dem ersteren in einem anderen Blatte liegt, so gilt für die

zugehörige Zweigfunction und für das Blatt eine Entwicklung von

derselben Form (3), nur mit anderen Coefficienten «,, ß^, y^, . . und

im Allgemeinen mit anderem Convergenzkreis.

Ist (a, oo) ein einfacher Punkt, in dem nur eine Zweigfunction

unendlich wird, während die übrigen endlich sind, so gilt für diese

Zweigfunction eine Entwicklung, die neben ganzzahligen Potenzen von

X — a mit positiven noch solche mit negativen Exponenten in end-

licher Zahl enthält.

(II) Ist (a, &) in T ein fi-facher Punkt ohne Verzweigung,

in dem also ft Zweigfunctionen y denselben Werth h haben

und die ^u. zugehörigen Blätter sich ohne zusammen zu

hängen berühren, so besitzt jede dieser ^ Zweigfunc-

tionen in der Umgebung des Punktes eine besondere, für

das ihr zugehörige Blatt gültige Reihenentwicklung, die

nach ganzen Potenzen von x — a fortschreitet und einen

besonderen Convergenzkreis hat.

Diese Entwicklungen sind also von der Form

y^l =, Uiix— d) -\- ßiix — ay -{- Yiip^ — o)^ -\-
•

• 0"= 1, 2, .

•, ^). (4)

Auch hier können die Coefficienten a«, ß-,, y,, . . in endlicher Zahl ver-

schwinden. Sind die ^ in a gleichen Zweigfunctionen unendlich, so
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treten in den [i zugehörigen Reihenentwicklungen neben den Potenzen

mit positiven auch solche mit negativen Exponenten in endlicher

Zahl auf.

Anders beschaffen sind die Reihenentwicklungen in der Umgebung
eines Verzweigungspunktes; hier gilt der Satz^):

(III) Ist (a, h) ein A — 1-facher Verzweigungspunkt der
Fläche T, in dem A Zweigfunctionen y denselben Werth h

haben und die A zugehörigen Blätter schraubenförmig zu-

sammenhängen, so besitzen diese A Zweigfunctionen in

der Umgebung des Punktes eine gemeinsame, für alle

A Blätter gültige Reihenentwicklung, die nach ganzen,

positiven Potenzen von (x — «y fortschreitet und einen

gewissen Convergenzkreis hat.

Zum Beweise benutzt man die Vorstellung eines Verzweigungs-

punktes als Windungspunkt der Fläche T. Man führe statt x eine

neue Variable | ein durch die Substitution x — a = l"*, wodurch

y= fl^)=f{a+ ^')= <p{^)

wird. Um zu untersuchen,

wie sich q}(^) in der Um-
gebung des Punktes | =
einer |-Ebene verhält, bilde

man die A im Punkt (a, b)

^i»- 1- zusammenhängenden Blät-

ter der Verzweigungsfläche T durch die angegebene Substitution auf

die |-Ebene ab. (Fig. 1, wo A = 3.) Zu diesem Zwecke setze man

so dass

X — a = r (cos q) -\- i sin 95),

I
_= yT /ßQg ^ -{- i sin yj

wird. Lässt man nun den Punkt (x, y) in der Verzweigungsfläche T
eine geschlossene Curve um (a, h) beschreiben, die sich aus A über

einander liegenden kreisförmigen Umläufen um (a, h) vom Radius r
1

zusammensetzt, so bleibt längs derselben r, also auch r'^ constant und

es beschreibt folglich auch § einen Kreis um den Punkt | = der
1

^-Ebene vom Radius r^. Dabei wächst bei jedem Umlauf von

1) Riemann, Ges. W. S. 26 flF.
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{x,y) (p um 27C, also y um —, oder den k Kreisflächen von T, die

der Radius r während des Umlaufs um {a, b) überstreicht, ent-

sprechen in der | - Ebene A Kreissectoren vom Centriwinkel — •

Während also (x, y) nach l Umläufen, kehrt § schon nach einem

Umlauf zu seinem Ausgangspunkt zurück. Da hiernach | nicht aus

seinem Blatt heraustritt, hat die Function y = (p(^^ in | = keinen

Verzweigungspunkt, sie ist vielmehr in der Umgebung von | =
eindeutig und entwickelbar nach ganzen Potenzen von | . Hieraus

folgt aber für y = f{x) eine Entwicklung, die in der Umgebung von
(a, V) für die A Zweigfunctionen y gemeinsam gilt und von der Form ist

1 2

y — h = cc^ix — ay -\- a^{x — af -\- -

.

(5)

Man kann auch leicht die Entwicklung von y in jedem der A in

2 in

(a, h) zusammenhängenden Blätter angeben. Setzt man e ^ = s und
1

berücksichtigt, dass bei jedem Umlaufen von (a, h) {x — af- in
1

s(x — ay- übergeht, so erhält man, wenn (5) den Werth von y in

einem Punkte des ersten der A Blätter darstellt, den Werth y.^ von y
in dem entsprechenden Punkte x == a des zweiten Blattes aus

1 2

y^— h = sa^{x — af -\- B^a^{x — af-\- ••

und den Werth y^ von y in dem entsprechenden Punkte x = a des

dritten Blattes aus
l 2

«/2 — 6 = s'^a^{x — aj- + e^cc^ipc — df -\- • • u. s. f.

Auch hier können die Coefficienten a^, a^, . . in endlicher Zahl

verschwinden; aber die Entwicklung beginnt in jedem der A Blätter
1

mit derselben ganzzahligen Potenz von (x — df.

Haben die A Zweigfunctionen y für x = a den Werth oo , so

treten auf der rechten Seite in (5) noch Glieder auf, die ganzzahlige
1

Potenzen von {x — af mit negativen Exponenten in endlicher Anzahl

enthalten.

Fasst man das Vorstehende zusammen, so kann man den Satz (V)

§ 1 über die Beschaffenheit des allgemeinsten, kritischen Punktes

auch so aussprechen:

(IV) Die über einem kritischen Punkte x = a der a;-Ebene

liegenden n Punkte der Verzweigungsfläche T treten
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gruppenweise zusammen in Punkte (a, h), (a, h^), . .. Die

durch einen solchen Punkt, z.B. {a,i) gehenden Blätter der

Fläche trennen sich wieder in solche, die in der Umgebung
des Punktes unverzweigt oder getrennt verlaufen und in

solche, die einen oder mehrere Cyclen bilden. Die zuge-

hörigen Reihenentwicklungen der Function y sind in den

Formen (3), (4), (5), enthalten.

Es ist zweckmässig und besonders für Abzahlungen vereinfachend,

mit Riemann^) folgende Ausdrucksweise einzuführen.

Ist (a, h) ein einfacher Punkt im Endlichen von T, so soll in

diesem Punkte für das zugehörige Blatt die Grösse x — a als unend-

lich klein von der Ordnung 1 oder durch 0^, die Grösse {x — a)~^

als unendlich gross von der Ordnung 1 oder durch oo^ bezeichnet

sein, also z. B. {x — aY = 0" und (x — d)~^' = oo" gesetzt werden.

Liegt der einfache Punkt im Unendlichen von T, so soll in ihm

X = oo^ und x~'^ = 0^ gesetzt werden.

Ist ia,h) ein ft-facher Punkt mit getrennten Blättern im

Endlichen von T, so soll in diesem Punkte für jedes der fi in ihm

sich berührenden Blätter die Grösse x — a = 0^ und (x — a)"^ = c»^

gesetzt werden. Liegt der ;x-fache Punkt im Unendlichen von T, so

soll in ihm für jedes der ^ Blätter x = oo^ und x~^ = 0^ sein.

Ist {a,h) ein X— 1-facher Verzweigungspunkt im Endlichen

von T, so soll in diesem Punkt für die l in ihm zusammenhängenden
1 _i_

Blätter {x — df= 0^ und (x — a) ^ == oo^ gesetzt werden. Liegt

der l— 1- fache Verzweigungspunkt im Unendlichen von T, so soll
i _i

in ihm x^ = oo^ und x ^ == 0^ gesetzt werden.

Wir erwähnen hier noch einer geometrischen Vorstellung, die

für die Erläuterung von analytischen Operationen von Interesse ist.

Zu dem Zwecke unterscheiden wir verschiedene Arten von mehrfachen

Punkten oder Verzweigungspunkten.

Ein /[i-facher Punkt (a, h) mit getrennten Zweigen Aöge, wenn

die /u. Entwicklungen (4) von y— & sämmtlich mit dem Gliede (x — a^

beginnen, ein jti-facher Punkt erster Art, andernfalls ein ji-facher

Punkt höherer Art heissen.

Ein A — 1-facher Verzweigungspunkt (a, h) möge, wenn die Ent-
i

Wicklung (5) von y — h mit dem Gliede {x — ay beginnt, ein X— l-

facher Verzweigungspunkt erster Art, andernfalls ein X — 1-

facher Verzweigungspunkt höherer Art heissen.

1) Riemann, Ges. W. S. 96.
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Fig. 2.

Wir zeigen an zwei Beispielen, wie sich singulare Punkte er-

zeugen lassen durch einen Grenzübergang, indem man nämlich ein-

fache Yerzweiguugspunkte zusammenrücken lässt, was einer Variation

der Coefficienten in F (x,y) = entspricht.

(V) 1. Ein A — 1-facher Verzweigungspunkt I.Art entsteht
durch Zusammenfallen von A — 1 einfachen Verzweigungs-
punkten 1. Art von gewisser Lage. (Fig. 2, wo A = 4.)

Zum Beweise betrachten wir A Blätter Bi, .., Bx und A — 1 ein-

fache Verzweigungspunkte 1 . Art ^j , .
.

,

Ia— 1- Längs den von den letzteren aus-

gehenden Verzweigungsschnitten Si, . .

;

Sx—i mögen bez. die Blätterpaare Bi und

Bx, B2 und Bx,.., Bx—\ und Bx zusam-

menhängen. Die Punkte | sollen so nahe

zusammenliegen und die Linien S eine

solche Lage haben, dass ein alle Punkte |

umschliessender und keinen anderen Ver-

zweigungspunkt einschliessender Kreis der

Reihe nach die Linien >S'i, S2, .., Sx—i '^-

trifft. Geht man von einem im Blatt 5, auf

dem Kreise liegenden Punkt aus, so führt ein einmaliges Durchlaufen

des Kreises in das Blatt B^, da man an dem Verzweigungsschnitt ä^

aus J?i nach Bx, an S2 aus Bx nach B2 kommt und an den übrigen

Verzweigungsschnitten stets in B^ bleibt. So ist ersichtlich, dass ein

einmaliges Durchlaufen des Kreises aus den Blättern Bi, B^, . ., Bx—i,

Bx bez. in die Blätter B2, B3, .., Bx, Bi führt, also erst ein A-maliges

Durchlaufen des Kreises in das ursprüngliche Blatt zurückführt. Lässt

man daher die A — 1 Punkte |i in einen Punkt S zusammenfallen,

so zeigt dieser Punkt das nämliche Verhalten wie ein A — 1-facher

Verzweigungspunkt. Der Punkt Ä' absorbirt, wie man auch sagt,

A — 1 einfache Verzweigungspunkte. Dass S ein Verzweigungspunkt

l. Art ist, folgt später analytisch aus dem Satze (II) § 5.

(VI) 2. Ein fi-facher Punkt 1. Art entsteht durch Zusammen-
fallen von fi(|Li — 1) einfachen Verzweigungspunkten 1. Art
von gewisser Lage. (Fig. 3, wo ^u. = 3.)

Wir betrachten ^ Blätter Bi, ., Bf, und ^/Lt(ft — 1) Paare von

einfachen Verzweigungspunkten 1. Art. Es sei 1,* und l^t ein solches

Paar, es seien Sik und Sj^i die bez. von l.-^t und |ai ausgehenden

Verzweigungsschnitte und es mögen sowohl längs Sik wie längs Sh
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die Blätter St und B^ zusammenhängen. Die genannten Punkte |

sollen ferner so nahe zusammenliegen und die zugehörigen Linien S

eine solche Lage haben, dass ein alle | umschliessender und keinen

anderen Verzweigungspunkt einschliessender Kreis der Reihe nach

alle Linien S trifft und zwar jedesmal unmittelbar nach der Linie

Sik die Linie S^i . Geht man von einem

im Blatt B^ auf dem Kreise liegenden Punkt

aus, so kommt man nach einmaligem Durch-

laufen des Kreises, wie leicht zu sehen,

wieder in denselben Punkt des Blattes B^

zurück. Dasselbe gilt von jedem der

ft Blätter. Lässt man daher die ^{^ — 1)

Punkte I zusammenrücken, so zeigt der

entstehende Punkt Ä^ dasselbe Verhalten,

wie ein ^-facher Punkt mit getrennten

Blättern. Lässt man, bevor alle Punkte |

zusammenfallen, zunächst nur je ein Paar 1,^

und i,ki (i,]c = i, .
. , I*) sich vereinigen, so entstehen

g-
ft(|* — 1)

Doppelpunkte (S. 20) und durch Zusammenrücken dieser Doppel-

punkte ebenfalls der Punkt ^. Dieser Punkt absorbirt also fi{fi — l)

einfache Verzweigungspunkte oder „/*(/* ~ 1) Doppelpunkte. Dass !S

ein fi-facher Punkt 1. Art ist, ergibt sich analytisch durch die Ab-

zahlungen des Satzes (III) § 5.

Die Sätze 1, und 2. beziehen sich auf Verzweigungspunkte und

mehrfache Punkte 1. Art. In ähnlicher Weise lässt sich jeder Ver-

zweigungspunkt oder mehrfache Punkt höherer Art auffassen als

entstanden durch Zusammenfallen einer Anzahl von einfachen Ver-

zweigungspunkten 1. Art, welche verschiedene Blattpaare verbinden.

Um wenigstens ein Beispiel von Punkten höherer Art zu geben, sei

(a, b) ein einfacher Verzweigungspunkt, für den die Entwicklung von

y nach Potenzen von {x — df mit dem Gliede x — a beginnt, also

lautet^):

8

(6) y — h = a^{x — a) -\- a^{x — af -{ • •

.

Wie eine geometrische Betrachtung ähnlich der obigen und eine

Abzahlung ähnlich der in § 5 zeigt, entsteht ein solcher Punkt durch

Zusammenfallen von drei einfachen Verzweigungspunkten 1. Art,

1) Man kann den Punkt einen Rückkehrpunkt der Fläche T nennen (vgl. § 6).
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welche dieselben zwei Blätter von T verbinden. Dabei vereinigen

sieh zwei der drei Punkte zu einem Doppelpunkt (ihre Verzweigung

hebt sich auf nach Riemann's Ausdruck^)), der dritte bleibt als Ver-

einigungspunkt erhalten.

Für spätere Untersuchungen ist noch eine wichtige Frage zu er-

ledigen. Die im Vorigen construirte w- blättrige Verzweigungsfläche T
ist mehrfach zusammenhängend, kann aber durch Querschnitte in

eine einfach zusammenhängende Fläche verwandelt werden. Es bleibt

also die Zahl und Lage dieser Querschnitte zu untersuchen.

Wir erinnern an die folgenden Erklärungen und Sätze der allgemeinen

Functionentheorie ^).

Eine beliebig im Raum gelegene Fläche heisst einfach zu-

sammenhängend, wenn in ihr jede geschlossene Linie für sich

allein die vollständige Begrenzung eines Flächentheiles bildet; eine

solche Fläche ist immer von einer einzigen Linie begrenzt.

Eine Fläche heisst mehrfach zusammenhängend, wenn es in

ihr geschlossene Linien gibt, die nicht für sich allein, sondern nur

im Verein mit Randcurven der Fläche die vollständige Begrenzung

eines Flächentheiles bilden. Das einfachste Beispiel einer einfach zu-

sammenhängenden Fläche ist etwa eine Kreisfläche, das einer mehr-

fach zusammenhängenden Fläche eine an mehreren Stellen durchlöcherte

Kreisfläche.

Querschnitt der Fläche heisst ein Schnitt, der von einem

Randpunkt der Fläche durch das Innere zu einem anderen Randpunkt

der Fläche führt, ohne dazwischen den Rand der Fläche zu berühren

oder zu überschreiten.

Rückkehrschnitt der Fläche heisst ein in sich zurücklaufen-

der Schnitt, der den Rand der Fläche nirgends berührt oder über-

schreitet und sich selber nirgends durchkreuzt.

Werden mehrere Querschnitte und Rückkehrschnitte nach ein-

ander gelegt, so sind jedesmal, nachdem ein solcher Schnitt gelegt

ist, seine beiden Ränder mit zur Begrenzung zu nehmen.

Eine mehrfach zusammenhängende Fläche A lässt sich stets auf

verschiedene Arten durch Querschnitte in eine einfach zusammen-

hängende Fläche Ä verwandeln; dabei gilt der Satz:

Für alle diese Verwandlungen ist die Zahl der Quer-
schnitte die gleiche. Ist diese Zahl = m, so heisst die

1) Riemann, Ges. W. S. 104 u. 105.

2) Riemann, Ges. W. S. 85 ff. Das Folgende schliesst sich an C. Neu-
mann, Vorl. über Riemann's Theorie etc. S. 146 ff. an.
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Fläche m + l-fach zusammenhängend und m -{- 1 die Grund-

zahl der Fläche.

Man kann dies verallgemeinern. Ein aus beliebig vielen, mehr-

fach zusammenhängenden Flächen bestehendes System S lässt sich

stets auf verschiedene Arten durch Querschnitte in ein aus lauter

einfach zusammenhängenden Flächen bestehendes System S' verwan-

deln; dabei gilt der Satz:

Für alle diese Verwandlungen von S ist die Differenz

m — a zwischen der jedesmaligen Anzahl m der Quer-

schnitte und der jedesmaligen Zahl a der einfach zu-

sammenhängenden Flächenstücke von S' die gleiche. Die

Zahl m— a-f 2 heisst die Grundzahl des Flächensystemes S.

Die Grundzahl einer Fläche oder eines Systems von Flächen

ändert sich nicht, wenn man beliebige Rückkehrschnitte hinzufügt

oder wegnimmt; sie ändert sich auch nicht bei stetiger Deformation

der Fläche (d. h. Dehnung und Biegung ohne Zerreissung oder Zu-

sammenfaltung), da hierbei jeder Querschnitt und Rückkehrschnitt als

solcher erhalten bleibt.

Ist eine mehrfach zusammenhängende Fläche Ä geschlossen d.h.

ohne Begrenzung, wie z. B. die Oberfläche einer Kugel oder eines

Ringes, so macht man dieselbe zunächst durch Punktirung d. h. Aus-

scheidung eines beliebigen Punktes (oder kleinen Kreises) zu einer

begrenzten Fläche Ä (punktirte Fläche). Die weitere Verwandlung

in eine einfach zusammenhängende Fläche geschieht so, dass der erste

Querschnitt ein von diesem Begrenzungspunkt ausgehender und in ihn

zurückkehrender Schnitt ist, der hier nicht als Rückkehrschnitt zu

betrachten ist. Die Zahl der Querschnitte, die erforderlich ist, eine

geschlossene Fläche in eine einfach zusammenhängende Fläche zu

verwandeln, ist stets gerade. Denn die Begrenzung einer einfach

zusammenhängenden Fläche besteht aus einer Linie; die geschlossene

Fläche aber erhält durch eine ungerade Anzahl von Querschnitten

eine gerade Zahl von Grenzlinien, durch eine gerade Anzahl von

Querschnitten eine ungerade Zahl von Grenzlinien. Eine Ringfläche

z. B. wird durch zwei Querschnitte (etwa eine Meridianlinie und einen

Parallelkreis), eine an vier Stellen durchlöcherte Ringfläche durch fünf

Querschnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandelt

(im letzten Falle findet keine Punktirung statt).

Die Anwendung dieser Sätze auf die w -blättrige, kugelförmige

Verzweigungsfläche T ergibt Folgendes. Da T eine geschlossene

Fläche ist, so ist die Zahl der Querschnitte, die T in eine einfach
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zusammenhängende Fläche verwandelt, eine gerade Zahl = 2p oder

die Grundzahl der Fläche ist =2p -\- 1. Die Zahl^ ist von funda-

mentaler Bedeutung und heisst das Geschlecht der Glei-

chung F{x^ y) = 0. Um sie zu bestimmen (Fig. 4), nehmen wir an,

T habe im Ganzen q verschiedene Ver-

zweigungs- oderWindungspunkte l^,..,^^

bez. von der Ordnung k^, .., A^ und

denken uns durch stetige Umformung
der Fläche diese Punkte derart ver-

schoben, dass nirgends zwei solcher

Punkte übereinander liegen. Wir bil-

den aus T eine punktirte Fläche T und

führen in T zwei kreisförmige und

Q geradlinige (eigentlich bogenförmige)

also im Ganzen q -\- 2 Schnitte, von

denen jeder die sämmtlichen n Blätter
^^^' ^'

durchdringt. Durch die zwei Kreisschnitte werde T in einen gürtel-

förmigen Theil (r, der sämmtliche Verzweigungspunkte enthält, und
in zwei äussere, calottenförmige Theile C und C zerlegt. Durch die

Q geradlinigen Schnitte, von denen jeder einen Punkt von C mit einem
Punkte von C verbindet, werde der Theil G in q Theile G^,..,G^
zerlegt, deren jeder nur je einen der q Vereinigungspunkte |i,.,, |o

enthält, der Theil Gi etwa den Punkt |,. Die Calotte (7 (und ebenso 6")

besteht aus n getrennten, einfach zusammenhängenden Flächenstücken,

die Fläche Gi aus n — A, einblättrigen Stücken und einer A,- blättrigen

Windungsfläche, im Ganzen also aus w — A,- + 1 einfach zusammen-
hängenden Stücken (da die A,- blättrige Windungsfläche durch stetige

Deformation einfach zusammenhängend gemacht werden kann).

Durch die ^ -f 2 Schnitte wird die Fläche T im Ganzen in

a^2n-\-^{n~X, + \) = 2n + Qn-'^{k,-l) (^•==l,..,p)
» i

einzelne und einfach zusammenhängende Stücke verwandelt. Die

() -1- 2 Schnitte repräsentiren aber, da sie alle n Blätter durchdringen,

im Ganzen m = pw -j- 1 Querschnitte und 2n — 1 Rückkehrschnitte.

Denn von den 2n kreisförmigen Schnitten ist einer (der durch die

punktirte Stelle gehende) als Querschnitt, die anderen sind als Rück-
kehrschnitte anzusehen. Die Qn geradlinigen Schnitte aber sind sämmt-
lich Querschnitte. Aus den Zahlen m und a erhält man die Grund-
zahl der Fläche T, nämlich 2p -\- l = m — a -\- 2-^ man findet

^i> =2(^.- - 1) - 2w + 2 (i=l,--,Q). (7)
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Sind sämmtliche q Verzweigungspunkte einfach, oder ist A,- = 2

(i = 1, .., q) und ist die Zahl der einfachen Verzweigungspunkte == o,

so hat man

(8) 2p = (o — 2n + 2.1)

Hiernach hat man den Satz:

(VII) Die w-blättrige Verzweigungsfläche T wird durch 2p

Querschnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche T'

verwandelt. Die Zahl p, das Geschlecht der Gleichung

F{x,y) = 0, ist bestimmt durch die Gleichung (7), in der

Q die Zahl der Verzweigungspunkte in T und Ai,..,A^ die

Ordnungszahlen dieser Punkte bedeuten.

Nachdem die Zahl 2p der Querschnitte, die T in eine einfach

zusammenhängende Fläche verwandeln, ermittelt ist, bleibt noch die

Lage der Querschnitte zu untersuchen; diese kann in mannigfacher

Weise gewählt werden. Besonders wichtig ist folgende, von Rie-

mann^) angegebene, übersichtliche und symmetrische Anordnung.

Man lege zunächst einen in sich zurückkehrenden Schnitt a^, durch

den die Fläche nicht in getrennte Stücke zerfällt. Dann besteht die

Begrenzung der Fläche aus zwei getrennten Linien, nämlich den

beiden Rändern von a^. Nun lege man einen zweiten Schnitt öj, der

von einem Punkte des ersten Randes von a^ nach dem gegenüber-

lieo-enden Punkte des zweiten Randes von a. führt. Dann besteht

die Begrenzung der Fläche aus einer einzigen Linie, nämlich den

beiden Rändern des Paares (a^, hy). Ist die Fläche noch nicht ein-

fach zusammenhängend (also nicht ^ = 1), so ziehe man ein zweites

Paar von Schnitten in derselben Weise («g, ^2) und stelle die Verbin-

dung zwischen den beiden Querschnittpaaren (a^, h^ und {a^, h^) her

durch zwei Schnitte c^ und c^, die von einem beliebig gewählten

Punkt der Fläche nach dem Kreuzungspunkt des Paares (a^, h^)

und dem des Paares {a^, h^) führen. Nun besteht die Begrenzung der

Fläche wieder aus einer einzigen Linie. Fährt man so fort, bis man

schliesslich p Paare (a,-, &,) und p einzelne Schnitte C; hat, so ist die

Fläche in eine einfach zusammenhängende verwandelt. Die Schnitte

C, welche die Paare (a», &,) mit einem und demselben Punkte der

Fläche verbinden, können beliebig zu a,- oder zu 6,- gerechnet werden,

so dass man in Wirklichkeit nur 2p Querschnitte hat. Die Linien

1) Riemann, Ges. W. S. 107 mit anderem Beweis. Einen dem obigen ver-

wandten, geometrischen Beweis der Gleichung (8) gibt Riemann in seiner Vor-

lesung (Sommer 1861, s. Vorwort).

2) Riemann, Gea. W. S. 97.
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d sind bei den meisten späteren Untersucliungen unwesentlich. Das

System der p Querschnitte (üi, hi) und der p Schnitte c,- heisst ein

kanonisches Querschnittsystem. Ein solches zeigt Fig. 5 (am

Ende von § 3) für eine besondere Form der Fläche T. Es ist später

(§ 38) die Frage zu behandeln^ wie man verschiedene kanonische

Querschnittsysteme der Fläche in einander überführen kann.

§. 3. Normalform der Verzweigungsfläclie.^)

Wir machen jetzt die Voraussetzung, dass von Verzweigungs-
punkten nur einfache auftreten, in denen also nur je zwei Blätter

zusammenhängen, während die mehrfachen Punkte ohne Verzweigung

beliebig seien. Alsdann lässt sich die Fläche T in eine besonders

übersichtliche Normalform bringen, die sich eng an die bekannte

Verzweigungsfläche der hyperelliptischen Functionen anschliesst und

den späteren Untersuchungen zu Grunde gelegt werden soll. Um diese

Form zu erhalten, geht man von irgend einer Gestalt aus, welche die

Verzweigungsfläche mit einfachen Verzweigungspunkten nach § 2 an-

nehmen kann, und verfolgt die Abänderungen, die sich mit ihr vor-

nehmen lassen.

In § 2 wurde gezeigt, dass die Verbindung der Blätter abhängt

von der Reihenfolge, in welcher man eine sich nicht schneidende

Curve C die Verzweigungspunkte treffen lässt. Es ist also die Ver-

änderung zu untersuchen, welche die Fläche bei einer Umordnung
der Verzweigungspunkte oder einer Veränderung der Curve G erfährt.

Die Zahl der Verzweigungspunkte sei o und die Punkte selber in

der Ordnung, in der sie ursprünglich von C getroffen werden, seien

|], .., |,_i, I,-, |;_^i, .., l^. Durch jeden Verzweigungspunkt 1,- und

die zugehörige Schleife Sc werden

zwei bestimmte Zweige oder Blätter

einander zugeordnet. Da eine Aende-

rung in der Ordnung der Verzwei-

zweigungspunkte | immer auf eine

wiederholte Vertauschung von zwei

aufeinanderfolgenden Verzweigungs-

punkten hinauskommt, so vertausche

man (Fig. 5) |j und |,+i, so dass

die neue Anordnung der Verzwei-

gungspunkte lautet li, .., i_i, |;+i, li, i+2, .., Ico. Dabei bleiben

1) Lüroth, Math. Ann. IV. S. 181 (1871) für einfache Verzweigungspunkte;

Münch. Abh. Bd. 15. S. 329 ff. (1885) für beliebige Verzweigungspunkte. Clebsch,
Math. Ann. VI. S. 216 (1872).
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die Schleifen nach den Punkten ^i, . ., |;_i, |;+ i, . ., |a, und die Ver-

bindung der Blätter durch dieselben ungeändert. Nur die Schleife 5,-

nach dem Punkt |,- geht über in eine neue Schleife s', die über den

Punkt |;+ i hinübergeschoben ist, so dass s/ mit Si den Verzweigungs-

punkt |,+ i, aber keinen anderen

^^.^ *^—,,^_^ Verzweiguugspunkt einschliesst.

^^^-— ^—.^^^~\. In Fig. 5 sind die neue Schleife

/ /^ ,, ^ ^^ \ s/ und die veränderten Theile C" der

/
I

/ .—--.^ ^^-~. \\ Linie C durch punktirte Linien be-

[

/' . pv '-..^ ~^--'!i--r-^-::;-.;^. \ \ zeichnet. Um die durch die Schleife

V '^ 7'—— ""
:^riIi'-V:--^V;\Vi s/ im Punkt 1/ verbundenen Zweige

~^- zu bestimmen, löse man dieselbe

auf in die drei Schleifen Si+i, Si

und abermals Si+i, welche in der in Fig. 6 durch die Pfeile ange-

gebenen Weise zu durchlaufen sind.

Hierbei sind drei Fälle zu unterscheiden:

1) Verbindet Si die Zweige (^/p, 2/<;) ^^^ ^«+i ^i® Zweige {yr,yt)y so

verbindet der neue Weg s/ die Zweige {yp, y^. Denn beginnt

man mit yp, so führt der erste der drei Wege Sj+i yp wieder

in yp, der zweite s,- yp in y^, der dritte SiJ^x y^ wieder in y^

über. Beginnt man mit yq, so gelangt man entsprechend zu yp.

Beginnt man dagegen mit yr (oder yt), so gelangt man wieder

zu yr (oder yt). Li derselben Weise ergibt sich:

2) Verbinden 6v und s^+i dieselben Zweige (^yp,yq), so verbindet

auch Si' die Zweige {yp,yq)'

3) Verbindet Si die Zweige {yp,yq), s,+i die Zweige {yq,yr), so ver-

bindet s/ die Zweige {yp,yr)-

Haben also die zwei Verzweigungspunkte |j und Ij+i einen Zweig

yq gemein nnd zieht man Ij+i vor ^,-, so verbindet die neue Schleife

Si die nicht gemeinsamen Zweige yp und yr oder es vertauscht sich

in dem übersprungenen Punkt |i der Zweig yq mit yr. Durch Wieder-

holung dieses Verfahrens erhält man den Satz:

(I) Zieht man einen Verzweigungspunkt, der die Blätter

(q, r) verband, vor andere Verzweigungspunkte, so ver-

tauscht sich in allen übersprungeneu Punkten, welche

eins der Blätter q oder r enthalten, das Blatt q mit dem
Blatt r.

Fasst man nun bei der ursprünglichen Anordnung alle Verzwei-

gungspunkte, welche dieselben zwei Blätter i und Je verbinden, zu

einer Gruppe Gik zusammen, so gilt für diese Gruppen der Satz:
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(II) Die Curve C lässt sich so verändern, dass sie der Reihe

nach die Punkte der Gruppen

G-12f CriSf ••; Gin, G2Z, •, G-2n, ••> G^n-l,n (1)

trifft. Von diesen Gruppen können selbstverständlich

einzelne fehlen.

Es ist nur zu zeigen, dass man die n— 1 ersten Gruppen in (1)

vorziehen kann, so dass hinter ihnen kein Verzweigungspunkt mit

dem Index 1 mehr auftritt. In derselben Weise lässt sich offenbar

der Rest behandeln. Zunächst kann man die Gruppen G/k so an-

ordnen, dass die n — 1 ersten Gruppen immer das erste Blatt mit

einem beliebigen anderen verbinden, während die übrigen Gruppen

den Index 1 nicht mehr enthalten. Wenn nämlich bei der ursprüng-

lichen Anordnung zu Anfang Verzweigungspunkte stehen, die das

erste Blatt, am Ende aber solche, die nur andere Blätter enthalten,

so ist nur noch die zwischen ihnen befindliche Reihe von Punkten

umzuordnen. Zu diesem Zweck ziehe man in der noch umzuordnen-

den Reihe den letzten noch dem Blatt 1 zugeordneten Verzweigungs-

punkt vor alle anderen Punkte der Reihe. Dieser Punkt scheidet

dann nach (I) aus der Zahl der noch umzuordnenden Punkte aus;

die Zahl derselben ist also wenigstens um 1 vermindert. Eine end-

liche Zahl von Wiederholungen dieses Verfahrens führt zu einer vor-

läufigen Anordnung, in welcher die n — 1 ersten Gruppen von der

Form sind Gih, Ga, Gik, .., wo die Indices Ä, i, Je, . . die Zahlen

2, 3, .., n — 1, n in noch unbestimmter Reihenfolge bedeuten.

Nunmehr sind diese n— 1 ersten Gruppen so umzuordnen, dass

man die Reihe erhält G^, Gu, . ., Gin- Von den Zahlen h, i, k, . .

sei fi die kleinste und die Verbindung (1^) trete «-mal auf. Man
ziehe nun nach (I) diese a Punkte vor die übrigen. Man hat dann

in der neuen Anordnung erstlich eine Anzahl von Punkten, welche

die Blätter (1, f*) verbinden. In der darauf folgenden Reihe, die aus

den übrig gebliebenen Punkten (1, h), (1, i), (1, h), . . hervorgeht,

kommen dann ausser 1 nur Zahlen vor, die mindestens = fi sind.

Behandelt man diese Reihe ebenso wie oben die ganze Reihe der

Verzweigungspunkte — theilt man sie also wieder in frühere Punkte,

welchen das Blatt 1, und in spätere, welchen andere Blätter ange-

hören — , so ist die Reihe der jetzt mit 1 verbundenen Punkte jedenfalls

wenigstens um a kleiner als vorher. Ist nun v (> fi) die kleinste der

hier mit 1 verbundenen Zahlen, so ziehe man wieder alle die Blätter

(1, v) verbindenden Verzweigungspunkte vor u. s. f. Man erhält auf

stahl, Abel'sche Functionen. 3
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diese Weise eine Anordnung der Verzweigungspunkte in Gruppen

folgender Art

Grin, G-iy, Gi^.. (wo ft < V ^ p . .),

auf welche dann Punkte folgen, die mit dem Blatt 1 nicht mehr ver-

bunden sind. (q. e. d.)

(III) Jede der Gruppen Gik in (1) enthält eine gerade Zahl

von Verzweigungspunkten. Die Anzahl aller Verzwei-

gungspunkte ist daher ebenfalls gerade.

Beweis. Wenn man bei irgend einer Gestalt der Curve G in der

aj-Ebene, von dem regulären Punkt a mit einem beliebigen Zweig-

werth yi beginnend, das ganze Schleifensystem s^, . ., s«, durchläuft,

so kommt man offenbar stets auf den Anfangswerth yi zurück, weil

das System der Schleifen s sich ansehen lässt als eine geschlossene

Linie, die keinen Verzweigungspunkt einschliesst. Entspricht die

Curve C der Anordnung (1), so folgt zunächst, dass die erste Gruppe

G^2 aus einer geraden Zahl von Verzweigungspunkten besteht. Denn,

das Gegentheil angenommen, würde man, mit y^ beginnend und das

Schleifensystem durchlaufend, nicht auf «/, zurückkommen, weil die

Gruppe (tj2 auf y^ führen würde und von den folgenden Gruppen

keine auf y^ zurückführen könnte. Nimmt man nun weiter an, der

Satz sei bewiesen für alle Gruppen (1) bis zur Gruppe Gik {i < ^), so

muss er auch für diese Gruppe gelten. Denn enthielte (ra eine un-

gerade Zahl von Verzweigungspunkten, so würde man, in a mit «/,

beginnend und das Schleifensystem von den Verzweigungspunkten der

Gruppe Gik an cyclisch durchlaufend, durch Gik auf die Wurzel yk

geführt, deren Index Ä; sich erst wieder bei Gruppen vorfindet, welche

grössere Indices als i enthalten. Der Rest der Schleifen führt also yk

nicht auf yi zurück, sondern zu einer anderen Wurzel y„, (m > «). Geht

man nun cyclisch zu den ersten Schleifen über, die nach Voraus-

setzung jede eine gerade Anzahl von Verzweigungspunkten enthalten,

so kommt man immer nur auf dieselbe Wurzel ym, aber niemals auf

yi zurück. Es kann daher Gik nicht eine ungerade Zahl von Punkten

enthalten, (q. e. d.)

(IV) Die Gruppen Gik lassen sich nach Belieben umordnen,

ohne dass ihre Indices sich ändern.

Sind nämlich Gik und Gn zwei auf einander folgende Gruppen

in (1) und zieht man Gn vor Gik, so wird beim Vorziehen des ersten

Punktes von Gn in Gik der Index i mit l vertauscht und die Gruppe

Gik geht über in eine Gruppe G^^; beim Vorziehen des zweiten Punktes

von Gii wird in dieser Gruppe Gki der Index l mit * vertauscht und
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die Gruppe Gki geht wieder in die frühere Gruppe Gik über. Da

nun jede Gruppe eine gerade Zahl von Punkten enthält, so bleibt

beim Vorziehen von Gu die Gruppe (tu- ungeändert. (q. e. d.)

(V) Eine Gruppe Gki lässt sich, wenn eine Gruppe G^^ vor-

handen ist, stets überführen in eine Gruppe Guy wobei

*, Ti, l ganz beliebige Indices sind.

Beweis. Die Gruppe Gik enthalte 2a Punkte. Zwischen die

2 a — 1 ersten und den letzten dieser Punkte schiebe man die Gruppe

Gjci. Dies geschieht ohne Aenderung des Blätterzusammenhangs; denn

man kann immer die Gruppe Gki unmittelbar hinter Gik stellen

(nach IV) und sie dann vor den einen Punkt von Gik ziehen. Nun

ziehe man zweitens diesen einen Punkt wieder vor die ganze Gruppe

Gki- Die Gruppe Gik ist dann wieder vollständig; in der Gruppe Gki

aber sind die Blätter h und i zu vertauschen, d. h. sie geht in die

Gruppe Gii über. (q. e. d.)

(VI) Die sämmtlichen eo Verzweigungspunkte lassen sich

in w — 1 fundamentale Gruppen einordnen, von der Art,

dass jede dieser Gruppen eine gerade Zahl von Punkten
enthält und dass in diesen n — 1 Gruppen sämmtliche

n Blätter vertreten sind.

In der That, durch die Gruppen Gik ist jedenfalls eine Verbin-

dung der sämmtlichen Blätter hergestellt, da sonst die Verzweigungs-

fläche zerfallen müsste. Es besteht also zunächst eine Verbindung

eines ersten Blattes «\ mit irgend einem zweiten Blatte etwa 4 oder

eine Gruppe 0,^,-^; es besteht ferner eine Verbindung des Blattes ?\ oder

i^ mit einem dritten Blatte etwa i^, also eine Gruppe Gi^i^ oder eine

Gruppe Gi^i^ u. s. f. Man erhält so ein System von Gruppen, welche

die Blätter so verbinden, dass i^ mit i^, % mit iy oder ig; i^ mit \ oder

«2 oder % u. s. f. zusammenhängt; diese Gruppen seien

A = {h, h), A = (:': ^3) r; r„ = r'? in\ (2)

Alle übrigen Gruppen Gaß, wo a, ß irgend zwei verschiedene

der Zahlen i,, . ., in sind, lassen sich in eine der Gruppen (2) ein-

ordnen. Denn kommen a und /3 in einer der Gruppen F vereinigt

vor, so tritt Gaß in diese Gruppe ein. Kommt aber in den Gruppen

r tt nicht mit ß, sondern mit y vereinigt vor, so kann man nach (V)

die Curve C immer so abändern, dass die Gruppe Gaß in eine Gruppe

Gay übergeht und dann sich mit einer Gruppe F vereinigt.

3*
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In den Gruppen (2) können die unter einander stehenden Indices

nacli (V) für einander substituirt werden ; man kann also z. B. sämmt-

liche Verzweigungspunkte einordnen in n — 1 Gruppen der Form

(3) Fl -= (ii, 4), Tg = (ii, «3), . ., r„_i = (ii, ^„),

oder auch in {n — 1) Gruppen der Form

(4) r, = {i„ Q, A = (*2, %), . ., Fn-i = {in-u in)^ (q. e. d.)

(VII) Aus jeder der n — 1 Gruppen Fi (3) oder (4) lässt sich

eine gerade Zahl von Verzweigungspunkten herausnehmen

und in eine beliebige andere Gruppe einstellen; nur muss

dabei die verminderte Gruppe noch bestehen bleiben,

also mindestens noch zwei Punkte behalten.

Zum Beweise lege man etwa den Typus (4) zu Grunde und theile

eine der Gruppen, z. B. F^, in eine Gruppe F/ und ein Paar, das eine

Gruppe (xi2 bildet. Für diese kann man nach (V) zunächst G-^^

setzen, da Punkte folgen, welche die Blätter 2, 3 verbinden, sodann

aber G^23> ^'^ Punkte vorhergehen, welche 1, 2 verbinden. Die neue

Gruppe vereinigt sich also mit F^ und erhöht die Zahl der Punkte

dieser Gruppe um 2. Umgekehrt kann man ebenso die Gruppe Fj

vermindern und F^ vermehren, (q. e. d.)

Fasst man die gewonnenen Resultate zusammen, so erhält man

den Schlusssatz:

(VIII) Man kann, ausgehend von einer beliebigen Form der

Verzweigungsfläche, durch Abänderung derselben immer

eine neue Form der Fläche herleiten, in welcher die

o Verzweigungspunkte ganz beliebig in n — 1 Gruppen

Fl,.., F„_i vertheilt sind, jedoch so, dass jede dieser

Gruppen eine gerade Zahl von Punkten enthält und dass

in diesen n — 1 Gruppen F sämmtliche n Blätter ver-

treten sind. Die zu dieser Anordnung gehörige Curve C,

welche die Gruppen F^, . ., F„_i der Reihe nach trifft, be-

stimmt dann die Aufeinanderfolge der Schleifen und so-

mit die Verbindung der n Blätter der neuen Fläche.

Dieser Satz führt nun zu einer sehr einfachen Normalform

der Fläche. Unter den möglichen Gruppenbildungen wähle man

diejenige, bei welcher die erste Gruppe Fj aus et» — 2 (w — 2) Ver-

zweigungspunkten besteht, die das erste und zweite Blatt verbinden,

während die n — 2 übrigen Gruppen je zwei Verzweigungspunkte

enthalten, die je eins der übrigen w — 2 Blätter mit dem ersten oder

zweiten Blatt verbindeu, so dass also die letzten n — 2 Blätter unter
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sich gar nicht mehr zusammenhängen. Um die Fläche zu construiren,

lege man, wie früher angegeben, in der einfachen iC-Ebene durch die

03 Verzweigungspunkte §, eine Curve C, die sich selber nicht schneidet

und zuerst alle Punkte der ersten Gruppe F^ trifft, dann der Reihe

nach die Punkte der übrigen Gruppen F^, . ., Fn — i und verbinde die

CO Verzweigungspunkte in der Reihenfolge |j , . ., |w, in der sie von

C getroffen werden, mit dem regulären Punkt a der x"- Ebene durch

Linien s,-, die sich selber und C nicht schneiden. Alsilann lege man

in den n Blättern von allen ro Verzweigungspunkten |, durch die zu-

gehörigen zwei Blätter Schnitte S,, die über den entsprechenden

Linien Si nach den über a liegenden Punkten dieser Blätter verlaufen

und verbinde längs der Schnitte St die Blätter in der durch die an-

genommene Gruppenbildung vorgeschriebenen VTeise. Dann müssen

sich nach dem Früheren in den über a liegenden Punkten der n Blätter

die Verzweigungen wieder aufheben und die Blätter trennen. Ver-

schiebt man alsdann die Verzweigungsschnitte Si etwa bis zur Curve

C und löscht von C die Strecken lo^s? ^4^5? • •> ^^ sind die noch

übrig bleibenden Strecken I1I2; h^i7 • •> iw— i^co die Verzwei-

gungsschnitte der Fläche. Die Zahl derselben ist =
-k'-,

die Zahl

der Verzweigungsschnitte zwischen dem ersten und zweiten Blatt

= !-(«- 2).

Die betrachtete Normalform der Verzweigungsfläche T mit ein-

fachen Verzweigungspunkten ist noch in eine einfach zusammenhän-

gende Fläche zu verwandeln durch 2p Querschnitte. Die Zahl p ist

hier bestimmt durch die Gleichung (8) § 2, nämlich:

2p = 03 — 2w + 2.

Das kanonische System der 2p Querschnitte ist hier besonders ein-

fach, nämlich genau dasselbe, wie bei der Verzweigungsfläche der

hyperelliptischen Functionen. Zunächst ist aus der Construction der

Fläche klar, dass man nur die Verbindung des ersten und zweiten

Blattes zu berücksichtigen und keinen Querschnitt durch die übrigen

Blätter zu legen hat. Denn die zwei ersten Blätter enthalten schon

CO — 2 (w — 2) = 2p -\- 2 Verzweigungspunkte mit p -\- l Verzwei-

gungsschnitten. Daher machen 2p Querschnitte, in den beiden ersten

Blättern um die Verzweigungspunkte gelegt, die Fläche bereits ein-

fach zusammenhängend und die übrigen 2 (w — 2) Verzweigungs-

punkte oder n — 2 Verzweigungsschnitte, welche das erste oder zweite

Blatt mit je einem der n — 2 übrigen Blätter verbinden, kommen
ebensowenig in Betracht, wie etwa ein Verzweigungsschnitt in einer
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zweiblättrigen Fläche, die nur 2 Verzweigungspunkte hat und an sich

schon einfach zusammenhängend ist. Dem Querschnittsystem in den

zwei ersten Blättern kann man nun die übersichtliche Anordnung

geben, die für den hyperelliptischen Fall bekannt ist. Sind h,^, ^^,.., ^2p+2

die Verzweigungspunkte und 1^1^, ^3^4, . ., ^2p+i^2p+2 die Verzwei-

gungsschnitte, welche die zwei ersten Blätter verbinden, so lege man

die p ersten Querschnitte a^, a^, . ., ap sämmtlich im ersten Blatt bez.

um die Punktepaare

schnitte &i, &2> • •» h so, dass bi die Punkte

alsdann die p Quer-

hi} ^2i+i, • •, S2p+i um-

schliesst, also theils im

ersten, theils im zwei-

ten Blatt verläuft, end-

lich die p verbinden-

den Schnitte Ci von den

Kreuzungspunkten der

Schnittpaare (a,-, hi)

nach dem Punkt 0, der

^ig- 7. beliebig, etwa im ersten

Blatt gewählt werden kann. Fig. 5^) zeigt ein solches kanonisches

Querschnittsystem für den Fall n == 2, 03 ^ 8, ^ = 3; die im ersten

Blatt verlaufenden Schnitte und Schnitttheile sind ausgezogen, die im

zweiten Blatt liegenden punktirt. Alle Querschnitte a,, &,-, c» sind mit

zwei Rändern zu denken, die parallel und in unendlich kleiner Ent-

fernung von einander verlaufen.

§ 4. Analytische Untersuchung von F(x, y) = 0.^)

Die in § 1—3 gegebene Untersuchung der Zweigfunctionen war

wesentlich geometrisch. Eine strengere Definition und Unterscheidung

der verschiedenen Arten von kritischen Punkten, sowie die Be-

stimmung der Zahl und Lage dieser Punkte ist aber erst durch eine

analytische Untersuchung der Gleichung F{x, y) = möglich. Bevor

wir uns zu dieser Untersuchung wenden, sei noch eine zweite

geometrische Deutung dieser Gleichung erwähnt^). Man kann

nämlich F(x, y) = auch als Gleichung einer Curve mit complexen

1) Prym, Zur Theorie der Functionen in einer zweiblättrigen Fläche. Zürich

1866. S. 4.

2) Riemann, Ges. W. S. 103 ff. Die Voraussetzungen sind bei Riemann

von den obigen etwas verschieden; es wird F(x, y) == in x vom w-ten, in y

vom w-ten Grade angenommen.

3) Clebsch, Journ. für Math. Bd. 63. S. 189ff. 1863.
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Coefficienten und complexen Coordinater» (x, y) betrachten und auf

sie alle Bezeichnungen anwenden, die bei reellen Curven gebräuchlich

sind. Wir reden daher von einer Ebene, in welcher die Curve
F{x, y) = liegt und bezeichnen dieselbe als {x, ?/)- Ebene. Diese

Ebene hat keine reelle Existenz, wie bei der ersten Auffassung die

a;-Ebene, in der die complexe Variable x ausgebreitet war. Wir nennen
ferner ein Werthepaar (a, &), das der Gleichung F(x, y) = genügt,

einen in der (x, y)-Ebene auf der Curve gelegenen Punkt und reden

von Tangenten, Asymptoten, von singulären Punkten der Curve u. s. f.,

wie in der reellen Curventheorie. Die Deutung von F(x, y) = als

Curve lässt eine besonders einfache Ausdrucksweise zu, wenn es sich

um algebraische Fragen handelt, während die geometrische Darstellung

von y durch die Verzweigungsfläche besondere Vorzüge bei transcen-

denten Fragen bietet.

Für die analytische Untersuchung, sowie überhaupt im Folgen-

den, machen wir nicht blos die Voraussetzung, dass F(x, y) irredu-

cibel sei, wir nehmen auch für F(x, y) eine bestimmte Form an
durch folgende, weitere Voraussetzungen.

(A) Die Gleichung F{x,y) = soll in x wie in?/ rational
und ganz vom Grade n sein und so beschaffen, dass für
jedes Glied x^y^ die Dimension * + ä; < n ist.

(B) Wenn man die Gleichung F{x, y) = durch die Sub-
stitution x:2 und y:z für x und y und durch Multiplica-
tion mit z"" homogen in x, y, z macht, sollen die Coeffi-
cienten von x'^, von i/" und von z"" von Null verschieden
sein.

(C) Der Ausdruck der w*®" Dimension in F{x, y) = soll n
verschiedene Linearfactoren haben.

Die Voraussetzungen (B) und (C) bieten keine wesentliche Be-

schränkung der in (A) angenommenen Form von F{x, y). Denn setzt

man in der homogen gemachten Gleichung F{x, y, z) ==

X= a^l+ ß,ri+ y,l, y= a,^-{.ß^n-i-y,^, z=a,^-\-ß,r}+ y,^, (1)

(wobei die Determinante der Substitution von verschieden sei), so

lassen sich die Coefficienten «i, ßi, y,- stets so bestimmen, dass in der

transformirten Gleichung 0(^, t^, ^) = die Coefficienten von |», rj», g«

von verschieden sind und dass gleichzeitig der Ausdruck der n^""

Dimension in | und rj n verschiedene Linearfactoren hat.

Die Voraussetzungen (B) und (C) beziehen sich besonders auf
das Verhalten des unendlich fernen Punktes. Nach (B) soll die Curve
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F{x^ y) =^ nicht durch den Punkt (x = 0, y = 0) gehen und nicht

Asymptoten haben, die der x- oder y-Axe parallel sind. Es wird

also y nur oo für x == oc oder es fallen diejenigen kritischen Punkte,

in denen y = oo wird, alle in den Punkt (a; = oo, y = <x>) der Curve

F(^7 2/) = oder in die n Punkte (x = oo, y = oo) der m-blättrigen

Verzweigungsfiäche T. Nach (C) hat die Curve F(x, y) = im Punkt

(iu = oo, y = oo) einen «-fachen Punkt mit getrennten Tangenten

(Asymptoten) oder die Verzweigungsfläche T die Eigenschaft, dass

sich die n Blätter im Unendlichen nur berühren, ohne zusammenzu-

hängen (vgl. S. 44).

Um die im Endlichen liegenden kritischen Punkte zu unter-

suchen, sei X = a ein endlicher Werth und h^^h^, . .,hn die zugehörigen

endlichen Werthe von y. Ist b einer dieser Werthe und setzt man
zur Abkürzung

(2) F(a, i) = F„;
(f)

= F,„., (1^) = f., ; .
.; (Ä) = F,„

so gibt die Entwicklung von F(x, y) == nach Potenzen von

X — a, y — 6, da Fqq = ist, die Gleichung

(3)

{{x-a)F,,-\-{y-h)F,,

+ \\{x-afF,,-\-2{x-d){y-h)F,,+{y-hYF,,-\ + .

+ h \.{x-ayFr^o^¥n{x-aY-'{y-b)F,^n+''-^{y-hyF,„^=0,

eine Entwicklung, die mit den Gliedern der w*®° Dimension ab-

schliesst.

Ein einfacher Punkt {x = a, y = h) der Fläche T ist dadurch

charakterisirt, dass F(a, h) = F^^ = 0, aber Fq^ ^ ist. In der

Umgebung von (a, h) hat die zugehörige Zweigfunction y eine Ent-

wicklung nach ganzen positiven Potenzen von x — a, nämlich

(4) y — h = a^ (x — a) -\- cc^ {x — ay -{- a^ {x — aY -\- • •.

Die Coefficienten orj, «j,? • • sind nach dem Taylor'schen Satze be-

stimmt durch die Werthe

dy 1 d^y
"i ~"d^' "2 — ^ ä—1, ',

gebildet für (x, y) = {a, b), also nach (3) bestimmt durch

^o.«i + i^io == 0, 2\a,F,, + a,'F,, + 2a,F,, -\-F,, = 0,...

Die Coefficienten «j, «2; • • sind alle endlich, da F^^ ^ 0.
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Ein kritischer Punkt (x = a, y ==h) im Endlichen der Fläche

T ist dadurch charakterisirt, dass für x = a mindestens zwei der

n Wurzeln hi, ., &« von Fq^ = zusammenfallen in einen Werth h,

dass also für x = a, y = h ausser Fqq = mindestens noch Fq^^ =
ist. Werthepaare (x = a, y = })), welche nur diesen zwei Gleichungen

genügen, existiren stets, ohne dass eine besondere Bedingung zwischen

den Coefficienten jFV.s der Gleichung (3) stattfindet. Wenn aber noch

weitere der Coefficienten Frs in (3) verschwinden, so treten zwischen

den Coefficienten F(x, y) = Bedingungsgleichungen auf und die

kritischen Punkte sind zugleich singulare Punkte. Wir beschränken

uns auf die Betrachtung der einfachsten und wichtigsten Fälle.

1) Es sei für (x = a, y = h)

For = ^02 = • • = ^o.-i = 0, (5)

dagegen Fjo und Foi^O.

Dann hat man, da hier F^, ^ 0, entsprechend dem Obigen, indem

nur X und y ihre Rolle vertauschen, zwischen x und der zu h ge-

hörigen Zweigfuuction y in der Umgebung von (a, b) eine Entwick-

lung von der Form

x-a = ß,(y- by + ß,{y - 6^+^ + • • (ß,^ 0),

wo die Coefficienten ß^, ß^, - in ähnlicher Weise wie oben zu be-

stimmen sind. Zieht man die X^ Wurzel, so erhält man die Ent-

wicklung

{X - aY= y, (y - &) + y, (y _ 6)2 + . .

(y^ ^ 0),

und hieraus nach bekannten Sätzen über die Umkehrung der Poteuz-

reihen
2

t, _ & = «j (a; — ay -{- a, (x — af -\- (a^ ^ 0). (6)

Die Vergleichung mit (5) § 2 lehrt, dass der betrachtete Punkt

^x = a, y = b) in der Fläche T ein A — 1-facher Verzweigungs-

punkt und zwar von der ersten Art ist (vgl. § 2 S. 24), da wir

voraussetzen, dass «j ^ ist, dass also die Entwicklung (6) mit dem
i

Glied (x — af beginnt. Für die Curve F{x, y) = ist (a, b) ein

Punkt, in dem die Tangente parallel der y-Axe ist und X — 1-fach

berührt, d. h. in l zusammenfallenden Punkten schneidet. Für A == 2

hört der Punkt auf, singulär zu sein, er wird zu einem einfachen

Verzweigungspunkt erster Art.
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2) Es sei für {x = a, y = V)

(7) i^;,==0 (r, s = 0, 1,.., ^- 1)

oder die Entwicklung (3) beginne mit den Gliedern der fi*®" Dimen-

sion und der Ausdruck der ^*°'* Dimension zerfalle in ji verschie-

dene Factoren, nämlich

y — h—ai(x — a) («i ^ 0) (i= 1, . ., ^),

wo die Grössen a, endlich und von einander und von verschieden

seien. Dividirt man (3) durch (x — a)" und setzt ^-——
- = t], so

nimmt (3) die Form an

(8) 0,, -\-(x — a) 0,^+1 -\ \-(x — a>-^ 0„ = 0,

wo 0f,, 0fi+i, . ., ^n ganze rationale Functionen in ij bez. vom Grade

11, /LI 4" 1, . ., n sind. Die ^ Wurzeln ri von 0^ == sind nach Vor-

aussetzung «1, «2? • •? ^j"- Ist a eine dieser Wurzeln, so erhält man
für die zugehörige Function iq aus (8) die Entwicklung

(9) ri^a + ß{x-a) + y{x-df-\--.-

Die Coefficienten a, ß,y, . . sind ähnlich wie bei dem regulären Punkt

bestimmt durch die Gleichungen

die und ihre Ableitungen gebildet für rj == a. Die Coefficienten

d^ ^ . .

ß, y, . . sind daher, da ~j^ ^ für rj = a, alle eindeutig und

endlich.

Trägt man für rj den Werth —^j— ein und bildet die Gleichung

(9) für die fi verschiedenen Wurzeln «j, «g? • •? ^^' ^^n ^^, = 0, so

erhält man für die ^ zugehörigen Zweigfunctionen Entwicklungen, die

nach ganzen positiven Potenzen von x — a fortschreiten, nämlich:

(10) y-h = ai(x-a)-\-ßi{x-ay'j-'- («.-^0) («=1,..,^).

Die Vergleichung mit (4) § 2 zeigt, dass der betrachtete Punkt (a, h)

in der Fläche T oder auf der Curve F=0 ein fi-i&cher Punkt
mit getrennten Blättern oder getrennten Tangenten ist und

zwar von der ersten Art (vgl. § 2 S. 24), da wir voraussetzen, dass

die Entwicklungen (10) alle mit dem Glied x — a beginnen. Für

fi = 2 ist der Punkt (a, b) ein Doppelpunkt in T oder auf F= 0.

Für 11 = 1 hört der Punkt (a, b) auf, singulär zu sein, er wird zum

einfachen Punkt auf F = oder in T.
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3) Es sei wieder für {x = a, y = h)

Frs = (r, s = 0,l,.., v-1),

aber der Ausdruck der v^^ Dimension in (3) zerfalle in Je Factoren

von der Form

[(y -b)- «.. (x - a)r K ^0) (i=l,..,]c),

wobei Vi -\- • -\- V]c = V ist; zugleich sei vorausgesetzt, dass der Aus-

druck der r-f- l*en Dimension in (3) keinen der Werthe y— h— a,,. {x— d)

als Factor enthalte. Die v Zweigfunctionen, die in a denselben Werth h

haben, zerfallen hier in Ä" Gruppen, deren jede durch eine besondere

Reihenentwicklung charakterisirt ist. Für die vi Zweigfunctionen der

**** Gruppe ergibt sich durch ähnliche Betrachtungen wie in 1. und 2.

in der Umgebung von (a, &) die gemeinsame Entwicklung

y--b = ar.{x-a) + ßr,ix-d) "' +•• K ^ 0) . (11)

Nach § 2 trennen sich also die v durch den Punkt {a, h) gehen-

den Blätter der Fläche T in Ä; Gruppen, so dass die Vi Blätter

der i^^ Gruppe unter sich cyclisch zusammenhängen. Für

die Curve F{x, y) = ist (a, h) ein Punkt, durch den v Zweige

gehen, die sich in h Gruppen sondern, so dass die v,- Zweige der

^ten (Gruppe eine gemeinsame Tangente in erster Ordnung berühren,

während die Tangenten der h Gruppen unter endlichen Winkeln zu-

sammen stossen. Für ]c= 1, v = 2 ist der Punkt {a, b) ein Rück-

kehrpunkt der Curve ^^=0 oder der Fläche T.

Wir betrachten noch das Verhalten der n Zweigfunctionen y in

dem Punkte x == oo der ic- Ebene mit Rücksicht auf die S. 39 ge-

machten Voraussetzungen (A), (B) und (C). Nach (B) sind für x = oo

auch die n Werthe von y gleich oo, nach (C) zerfällt der Ausdruck

der w*®° Dimension von F(x, y) = in n ungleiche Factoren. Daher

hat man in der Umgebung des Punktes x = cx) für y n Entwick-

lungen nach ganzen Potenzen von x

y = Ä^x + Bi -]- ax-' + D^x-' -{- '
' (^,^0)0-=1,.., n), (12)

wo die Coefficienten Ai endlich und von einander und von ver-

schieden sind. In der That sei der Ausdruck der w*^° Dimension in

F{x, t/) =
«o2/" + ttj^y^'-^x -\ h an°x\

Durch die Substitution x = i,-^, y = n~^ geli* ^(^> 2/) = 0, wenn

mit I^Tj" multiplicirt wird, über in



44 Erster Abschnitt. [§ 4.

n n-f-1

^,(1, ^) = /(!, ^) + /;ri, 7?) + .
. + r^" = 0,

wo m

die Glieder der niedersten Dimension in |, t^ zusammengefasst sind.

Ist nun § — Aiif] einer der w nach Voraussetzung ungleichen Factoren

von /"(!, rf), so erhält man in der Umgebung von (| = 0, t^ == 0)

eine Entwicklung von if] nach ganzen Potenzen von |, aus der sich

in der Umgebung von (x = oo, y = csS) die obige Entwicklung (12)

von y nach Potenzen von x ergibt. Der Punkt {x = oo, y = oo) ist

daher ein w-facher Punkt erster Art; in ihm sind für die Fläche T
die n Blätter, für die Curve F= die n Tangenten (Asymptoten)

getrennt.

Wir begnügen uns mit der Erörterung der vorstehenden Fälle,

die auch der Anschauung leicht zugänglich sind. Die Untersuchung

des allgemeinsten, singulären Punktes, wo für ein Werthepaar (a, h)

beliebige Coefficienten jP„ in (3) verschwinden, erfordert ausgedehnte

Betrachtungen besonderer Art. Wir verweisen bez. dieser Frage auf

die Litteratur und führen nur historisch Folgendes an.

Eine erste Reihe von Untersuchungen^), die sich mit der Trennung

der Zweigfunctionen und der Aufstellung von Reihenentwicklungen

für dieselben an singulären Stellen beschäftigt, führt rein analytisch

zu demselben Satze, der in (IV) § 2 geometrisch abgeleitet wurde,

nämlich:

(I) Die zu einem kritischen Punkte mit der Abscisse x == a

gehörigen n Punkte der Curve F(x, y) = treten gruppen-
weise zusammen in Punkte (a, &), (a, &j), . . . Die durch
einen solchen Punkt z. B. (a, 6) gehenden Tangenten der

Curve trennen sich wieder in solche, die nur von je einem
Zweig, und solche, die gleichzeitig von mehreren Zweigen
der Curven in erster oder höherer Ordnung berührt wer-

den. Die zugehörigen Zweigfunctionen y stellen sich dar

durch Entwicklungen von der Form (3), (4) und (5) § 2.

Eine zweite Reihe von Untersuchungen^), die sich mit der Auf-

1) Puiseux Fischer, S.28ff. Vgl. die Darstellung von Briot et Bouquet,
Theorie des fonct. ellipt. 2. A. 1875. S. 40—49.

2) Cayley, Quart. Journ. of Math. T. 7 (1865) und Journ. für Math. Bd. 64

(1865). Hamburger, Zeitschrift für Math. Bd. 16 (1871). Nöther, Gott. Nachr.

1871. S. 267 ; Math. Ann. Bd. 9. S. 167 (1875) und Bd. 23 S. 311 (1883). Vgl.

auch die Darstellungen von Picard, Traite d'analyse. T. II S. 360 ff. (1893).
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lösung von höheren Singularitäten in solche niederer Art durch ein-

deutige Transformation der Curve (vgl. Abschnitt IV) beschäftigt,

führt zu dem Resultat:

(II) Eine algebraische Gleichung F{x, y) ^ mit belie-

bigen, singulären Punkten lässt sich durch eindeutige

Transformation stets in eine andere Gleichung über-

führen, die nur einfache Verzweigungspunkte (1. Art)

und von singulären Punkten nur noch Doppelpunkte

enthält.

Wir legen später, von Abschnitt II an, für F(Xf y) = diese

einfachste Form zu Grunde.

§ 5. Zahl und Lage der kritischen Punkte.

Wir untersuchen nunmehr die Zahl und Lage der kritischen

Punkte, beschränken uns aber wieder auf das Vorkommen der im

vorigen § S. 41—43 betrachteten kritischen Punkte, wobei wir an-

nehmen, dass nicht zwei solcher Punkte in einander fallen. Ausserdem

halten wir die früheren Voraussetzungen (A), (B), (C) S. 39 fest.

Da der Punkt (ic = oo, y = oo) nach diesen Voraussetzungen ein

ju.-facher Punkt erster Art ist, so handelt es sich nur noch um die

im Endlichen gelegenen kritischen Punkte. Nach der Definition

derselben (S. 41) genügen die Coordinaten (x, y) eines solchen Punktes

den beiden Gleichungen

Fix, y) = a^y" -\- a^y"-^ -j f- a„-2«/^ + «n-i^/ + «„ = 0,

F'y = na^y-^ + (« — 1) «i«/"-* -\ \- 2o„-zy -f a„_i =

Die Combination derselben gibt die weitere Gleichung

«1^"' + 2a2r~' H f- (w — 1) dn-iy + nan = 0, (2)

(1)

durch welche sich die erste der Gleichungen (1) ersetzen lässt. Durch

Elimination von y aus (2) und der zweiten Gleichung (1) erhält man

eine Gleichung in x: D{x)=^Q, die Discriminante von F(x, y) =
nach y, deren Wurzeln die ic-Ordinaten der gesuchten Punkte sind.

Die Discriminante lässt sich leicht als Determinante von 2 (w — 1)

Reihen anschreiben und man sieht dann unmittelbar, dass sie unter

der Voraussetzung (A) vom Grade n {n — 1) in ic ist. Für unseren

Appell et Goursat, Theorie des fonct. alg. et de leurs int. S. 283 (1895). Aus-

führliche Litteraturangaben finden sich in Brill und Nöther, Bericht u. s. f.

S. 367 fiF.
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Zweck ist indess eine andere Form von I>{x) geeigneter^). Bezeichnet

man wie früher die n Wurzeln y der Gleichung F(x, y) = mit

Vi) y2> ') y») ^^ ist die Discriminante bis auf einen constanten Factor,

den wir unterdrücken, dargestellt durch das Product

(3) D{^) = (F'y\,{F'y),^..(ry\^.

Dies Product ist nämlich erstens eine rationale Function von X]

denn es stellt sich als rationale und symmetrische Function der

n Wurzeln yt rational in den Coefficienten a^^, a^, . ., an von F dar.

Es ist zweitens eine ganze Function von x-, denn es wird für keinen

endlichen Werth von x unendlich, weil nach Voraussetzung (B) für

endliche x auch die n Wurzeln y,- endlich sind. Das Product auf

der rechten Seite in (3) ist daher (bis auf einen constanten Factor)

identisch mit der Discriminante D{x), da es seiner Bildung nach für

jedes gemeinsame Wurzelpaar (x, y) der beiden Gleichungen (1) und

nur für diese verschwindet.

Der Grad von J) m x ist die Ordnung, in welcher der Ausdruck

(3) unendlich wird für x = oo-^ es wird aber für a; = oo jeder Factor

in der zweiten Gleichung (1) = oo"~^, folglich D = cx>"("— i). Dies

gibt den Satz:

(I) Der Grad der Discriminante D{pc) oder die Zahl der

Wurzeln von D{cc) = ist gleich n(n — 1).

Um zu sehen, in welcher Weise die n(n — 1) Wurzeln von

D(x) =0 den früher betrachteten Arten von kritischen Punkten ent-

sprechen, hat man nach (3) das Verhalten von F\y) und D(x) in

diesen Punkten zu untersuchen. Hierzu genügt es, für jeden Fall die

Glieder der niedersten Dimension von F{x, y) anzuschreiben, aus

denen sich durch Differentiation nach y die Glieder der niedersten

Dimension von F'{y) ergeben. Der Kürze halber bezeichnen wir die

im vorigen § unter Nr. 1, 2, 3 charakterisirten Punkte als singulare

Punkte vom Charakter (A), (ft), (v, x) oder noch kürzer als Punkte

1) Für einen singulären Punkt (a, h) vom Charakter (A) sind die

in Betracht kommenden Glieder der niedersten Dimension

in F{x, y): {x — a) F^^ -\- ^ (y — hf F^x

,

1) Riemann, Ges. W. S. 104 ff.
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Nun ist im Punkt {a, h) nach (6) § 4 für jeden der A gleichen

Werthe von y die Grösse y — h proportional mit (x — a)^, also jeder

der A zugehörigen Werthe von F' y proportional mit {x — a) ^
, folg-

lich nach (3) D{x) proportional mit {x — «)^~S d. h.

(II) Einem singulären Punkte vom Charakter (A) ent-

sprechen A — 1 Wurzeln, einem einfachen Verzweigungs-

punkt 1. Art entspricht eine Wurzel von D{x) = 0.

Man sagt daher auch, ein Punkt (A) oder ein A — 1-facher Ver-

zweigungspunkt 1. Art zählt für A — 1 einfache Verzweigungspunkte

1. Art, Dies wird geometrisch erläutert durch den Satz (V) § 2.

2) Für einen singulären Punkt (a, 6) vom Charakter {(i) ist das

Glied niederster Dimension in F(x, y)

^ [{y — b) — ai{x — a)] ... [{y —b) — a^(x — a)]

.

Nun ist im Punkte (a, b) nach (10) § 4 für jeden der fi gleichen

Werthe von y die Grösse y — b proportional mit x — a, also jeder

der ft zugehörigen Werthe von F'y proportional mit {x — «)'""" S

folglich nach (3) D{x) proportional mit (x — ay^^'— ^\ d. h.

(III) Einem singulären Punkte vom Charakter {(i) ent-

sprechen ^ (^ — 1) Wurzeln, einem Doppelpunkt (|ü = 2)

entsprechen zwei Wurzeln von D{x) = 0.

Man sagt daher auch, ein Punkt (ft) oder ein fi-facher Punkt

1. Art mit getrennten Tangenten absorbirt /i (fi — 1) einfache Ver-

zweigungspunkte 1. Art. Dies wird geometrisch erläutert durch den

Satz (VI) § 2.

3) Für einen singulären Punkt (a, b) vom Charakter (v, x) ist das

Glied der niedersten Dimension in F{x, y)

J.[(2/—6)— a,.,(^— «)]"'••• \.{y—b)-ci,^{x—a)\"^- (v,-f --f v^=i;). (4)

Nun ist nach (11) § 4 im Punkte (a, b) für jeden der Vi dem
^ten Pactor entsprechenden gleichen Werthe von y die Grösse y — h

proportional mit x — a, dagegen die Grösse [(«/ — b) — «v,- (^— «)]'^'

proportional mit (x — aY' , folglich jeder der zugehörigen Werthe

von F'{y) proportional mit [(«/ — 6)— Ky. {x — a)]''*
~ {x — af~^' oder

mit {x — a) "^
. Dem i'^" Factor in (4) entspricht also nach (3) in

D{x) ein Factor {x — ay^^~ , oder ihm entsprechen vv,- — 1 Wurzeln
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von D{x) = 0. Berücksichtigt man gleichzeitig alle Factoren in (4),

so folgt:

(IV) Einem singulären Punkte vom Charakter (v, x) ent-

sprechen y^, {vvi — 1) == v^ — X Wurzeln, einem Rückkehr-

punkt (;<=1; v=2) entsprechen drei Wurzeln von D{x)= 0.

Beschränkt man sich auf das Vorkommen der Punkte (X) und

(ft), so folgt die Gleichung

(4a) n{n-l) = ^{k- 1) +^ ^ (^ _ 1),

wo die erste Summe sich auf alle Punkte {l), die zweite auf alle

Punkte (ft) im Endlichen von T bezieht. Nun hatten wir in (7)

§ 2 unter noch allgemeineren Voraussetzungen die Gleichung

Vergleicht man dies mit (4a), so erhält man für das Geschlecht p
der Curve F{x, y) = den Werth:

(5) P = ^ {n - 1) (n - 2) - 12^ (^ - 1),

wo sich die Summe auf alle im Endlichen gelegenen, mehrfachen

Punkte mit getrennten Tangenten bezieht.

Kommen im Endlichen von T nur einfache Verzweigungspunkte

und von Singularitäten nur Doppelpunkte vor und ist die Anzahl der

ersteren «, die der letzteren r, so hat man die Gleichungen^):

(6) 03 == n (n — 1) — 2r, p = — (n — 1) (w — 2) — r.

Aus der letzten Gleichung folgt, da p nicht negativ sein kann,

— (n — 1) {n — 2) als Maximalzahl der Doppelpunkte, die eine Curve

F(x, y) = vom Grade n haben kann, eine Zahl, die für reelle

Curven durch bekannte Betrachtungen der analytischen Geometrie ab-

geleitet wird.

Um die Lage oder die Coordinaten^) {x, y) der kritischen

Punkte zu bestimmen, fügen wir zu den Annahmen (A), (B), (0)

1) Eiemann, Ges. W. S. 105 und 107.

2) Kronecker, Journ. für Math. Bd. 91. S. 301 ff. (1881), in Vorlesungen

bereits 1870/71. Nöther, Math. Ann. Bd. 23. S. 327 ff. (1883).
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S. 39 noch eine weitere Voraussetzung über die Form von F{x, y)=
hinzu, die gleichfalls keine Beschränkung ist, sondern sich durch die

S. 39 angegebene Transformation stets gleichzeitig mit (B) und (C)

herstellen lässt, nämlich die Voraussetzung:

(D) Zwei Werthsysteme (x, y), welche den beiden Gleichun-

gen (1) genügen, sollen weder gleiches x, noch gleiches y

haben,

oder geometrisch, es sollen nicht zwei kritische Punkte auf derselben

Parallelen zur x- oder i/-Axe liegen.

Die a;-Ordinaten der gesuchten Punkte sind die Wurzeln der

Gleichung B{x) == 0. Diese Gleichung lässt sich in zwei Theile zer-

spalten, von welchen der erste Theil den Punkten vom Charakter (A),

der andere den Punkten vom Charakter (ft) und {y , %) entspricht.

Die Möglichkeit dieser Trennung beruht auf dem Umstände, dass die

Coordinaten der letzteren Punkte ausser den Gleichungen F{x, y)=
und F' (y) = auch noch der Gleichung F'(x) = genügen, die der

ersteren aber nicht (S. 41 ff., Nr, 1, 2, 3). Wir untersuchen zunächst

die gemeinsamen Wurzelpaare von F(x, y) = und F'(x) = 0. Die

Elimination von y aus diesen Gleichungen führt auf eine Gleichung

D^(^x) = 0, die sich in Determinantenform leicht anschreiben lässt.

Ebenso wie der Discriminante D{x) gibt man auch der Resultante

jDi{x) zweckmässig eine andere Form. Sind wieder y^, y^, . ., «/„ die

n Wurzeln y von F{x, y) = und bezeichnet {F'x)y. den Werth von

F'{x), gebildet für y = yt, so ist aus den nämlichen Gründen wie

früher

D,{x)={F'x)yAF'xl^...(rx%^. (7)

Der Grad von ^^{x) ist wie bei D{x) gleich n (n — 1). Für das

Verhalten von Di(x) in den kritischen Punkten dagegen gilt Fol-

gendes :

1) In einem singulären Punkt (a, h) vom Charakter (A) ist für jeden

der X gleichen Werthe von y die Grösse y — h proportional mit

1

(x — «y-, jeder der A zugehörigen Werthe von {F'x)y aber ist

= jPjo, d. h. endlich; folglich ist auch Di(a;) für x = a endlich

imd von verschieden, d. h. x = a ist keine Wurzel von

I),{x) = 0.

2) Tu einem singulären Punkt («, h) vom Charakter (fi) ist für jeden

der ft gleichen Werthe von y die Grösse y— h proportional mit

X — a und jeder der ft zugehörigen Werthe von {F'x)y propor-

tional mit (x — ay~'^] folglich ist für x =^ a B^{x) proportional

stahl, Abel'äche Functionen. 4
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mit {x — a^'^"-^), d. h. x = a ist eine ^ (/u. — 1)- fache Wurzel

von Di(ic) = 0.

3) Für einen singulären Punkt {a, 6) vom Charakter (v, jc) zeigt

man durch dieselben Schlüsse, wie früher für D{x)= 0, dass x= a

auch für Diipc) = eine v^ — jc -fache Wurzel ist.

Das Verhalten von Di{x) und von I){x) ist hiernach für die sin-

gulären Punkte vom Charakter (A) ein verschiedenes, für die Punkte

vom Charakter (fi) oder {v, n) aber das gleiche, wie dies schon aus

den analytischen Bedingungen (5 und 7 § 4) für diese Punkte folgt,

die für die ersteren Punkte unsymmetrisch, für die letzteren aber

symmetrisch in Bezug auf x und y sind.

Diese Untersuchung dient nun zur Trennung der kritischen Punkte

in folgender Weise:

Die a;-Ordinaten der Punkte vom Charakter (^) oder

(v, x) sind die gemeinsamen Wurzeln von D(x) = und
Di{x) == 0; sie treten in beiden Gleichungen in gleicher

Ordnung auf.

Um sie zu erhalten suche man durch Division den gemeinsamen

Factor 2(a;) von D(x) und I)^{x), der sich auf die Form bringen

lässt ß(a;) = X^X^^ . . X|, wo in X\ die «-fachen Factoren von 2(a;)

zusammengefasst sind, und bilde durch Aufsuchen des grössten ge-

meinsamen Theilers von S(a;) und ^ den Ausdruck Si(a;)= Xi X^..X^.

Dann entsprechen die Wurzeln der Gleichung 2i(rr) = 0, die nach

Voraussetzung (D) S. 49 sämmtlich verschieden sind, eindeutig den

verschiedenen Punkten (ft) und {y, x).

Die ic-Ordinaten der Punkte vom Charakter (A) sind

die Wurzeln von D{x) = 0, welche nicht der Gleichung

Di{x) = genügen.

Sucht man daher den Quotienten D(x) : S(a;) == L(x) und bringt

denselben auf die Form L{x) = ^^lEl^^ ..Sa, wo wieder in 3"/ die

^-fachen Factoren von L(x) zusammengefasst sind und bildet aus

L{x') den Ausdruck Li(a;) = S'iÄ'2 •• So, so entsprechen die Wurzeln

der Gleichung Li(x) = 0, die wieder nach Voraussetzung (D) sämmt-

lich verschieden sind, eindeutig den verschiedenen Punkten (A).

Aus dieser Betrachtung folgt zugleich, dass sich ebenso, wie

I)(x) und Di{x) auch S(a;), ^x{x), L(x), L^^ix) auf rationalem Wege
aus F{x, y) = bilden lassen und dass die Coefficienten dieser

Functionen rationale Functionen der Coefficienten von F{Xf y) sind.

Damit hat man den Satz:
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(V) Die singulären Punkte (l) entsprechen eindeutig den

Wurzeln von Li{x) = 0, die singulären Punkte (ft) und (v^x)

eindeutig den Wurzeln von 2^{x) = 0. Die Functionen

Lj^{x) und Si(ic) ergeben sich durch rationale Operationen

aus F{x,y) = und ihre Coefficienten sind rationale Func-

tionen der Coefficienten von F(x, y) =0.

Es bleiben noch die i/-Ordinaten der betrachteten kritischen

Punkte zu bestimmen.

Die Punkte ((u-) und (v, x) sind Werthepaare {x, y), die gleich-

zeitig den drei Gleichungen F{x^ y) = 0, F\y) = 0, F'{x) = ge-

nügen. Macht man F{x, y) = homogen durch die Substitution

X : z und y : z für x und y, so treten an Stelle dieser Gleichungen

die folgenden

F'{x)==0, F'{y) = 0, F'i0) = O. (8)

Die Elimination von y führt auf die beiden Gleichungen D \^—j =

und Dl (-) = und weiter auf die Gleichung S^ [^j
== 0, deren

Wurzeln eindeutig den Punkten (fi) und (v, x) entsprechen. Auf

demselben Wege wie Sj = erhält man aus (8) durch Elimination

von X eine Gleichung W^ ( ^) = und durch Elimination von eine

Gleichung 9^i (—) == 0. Diese Gleichungen sind von demselben Grade

wie 2i = und ihre Wurzeln entsprechen eindeutig den Punkten ((u.)

und (v, x), also auch eindeutig den Wurzeln von 2, = 0. Hieraus

folgt, wenn man wieder 2 = 1 setzt, dass die Gleichungen 9J?j (y) =
und ^i\-) = 0, falls man in die letztere für x eine bestimmte

Wurzel Xi von ßi(rr) = einsetzt, nur eine Wurzel y gemein haben,

nämlich den einen nach Voraussetzung (D) zu Xi gehörigen Werth ?/,.

Der gemeinsame Factor beider Gleichungen ist also ein linearer Aus-

druck in y, der, gleich gesetzt, ?/, rational in Xi darstellt. Hiermit

ist die 2/- Ordinate eines der Punkte (/w.) oder (v, x) rational durch die

zugehörige a;- Ordinate ausgedrückt.

Die Punkte (A) sind Werthepaare (x, y), welche F{x, y) =
und F'{y) = 0, aber nicht F'{x) = genügen. Macht man die bei-

den ersten Gleichungen homogen in x, y, z und eliminirt ?/, dann a:,

dann z und setzt wieder = 1, so erhält man drei Gleichungen bez.

in X, y und —
. Reducirt man dieselben auf einfache Wurzeln und

scheidet durch Division bez. mit ^^ {x) , Wl^ (y) , SR^ y^J
die den

'1*
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Punkten (ft) und (v, x) entsprechenden Wurzeln ab, so erhält man

drei Gleichungen Li{x) = 0, M^{y) = 0, JV^ (|) = 0, deren Grad der

gleiche und deren Wurzeln eindeutig den Punkten (A) entsprechen.

Die erste derselben ist die früher gefundene Gleichung L^ (x) = 0.

Die beiden anderen haben für jede Wurzel x = Xi von L-^^ix) =
eine Wurzel y gemein, nämlich den nach Voraussetzung (D) zu Xi

gehörigen Werth «/,-. Daher drückt sich auch die «/- Ordinate eines

Punktes (A) rational durch die zugehörige ic- Ordinate aus. Dies gibt

den Satz:

(VI) Die ^/-Ordinate eines jeden Punktes (A) oder (ji) oder

(v, x) drückt sich rational durch die zugehörige a;-Or-

dinate aus.

Hieraus folgt unmittelbar:

(VII) Die rationalen und symmetrischen Functionen der

Coordinaten der Punkte (A), (ft), {v, x) drücken sich ratio-

nal aus durch die Coefficienten der Gleichung F{x, y) = 0.

Denn die genannten Functionen lassen sich nach Satz VI als

rationale Functionen der Ordinaten Xi der betreffenden Punkte allein

darstellen und folglich mit Hülfe der Gleichungen ^^{x) = und

Li(x)'=0 auch als rationale Functionen der Coefficienten von F(x,y).

§ 6. Die in der Verzweigtingsfläche eindeutigen und regulären

Functionen. ^)

Wir schliessen dies Kapitel mit der Herleitung eines für die

späteren Untersuchungen fundamentalen Satzes. Zum leichteren

Verständniss desselben sei an den entsprechenden Satz erinnert, der

sich auf eine complexe Variable in der im Unendlichen geschlossenen

5?- Ebene bezieht.

Nennt man eine eindeutige Function von regulär, wenn sie in

der 2-Ebene nur in einer endlichen Zahl von Punkten und in jedem

derselben nur in endlicher Ordnung c» vrird, so gelten bekanntlich

die Sätze:

Jede in der ^-Ebene eindeutige und reguläre Function des

Ortes ist eine rationale Function von und, wenn sie in keinem

Punkt 00 wird, eine Constante; und umgekehrt:

1) Riemaiin, Ges. W. S. 101. Prym, Journ. für Math. Bd. 83. S. 251 tf.

(1877).
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Eine rationale Function der complexen Variabein z, also eine

Function von der Form M{z) : N(z), wo M und N ganze rationale

Functionen in z sind, ist eine in der 0-Ebene eindeutige und regu-

läre Function des Ortes.

Entsprechende Sätze gelten nun für Functionen von zwei durch

eine Gleichung F(x, y) = verbundene Variabein. Man nennt eine

Function von x eindeutig in der zu y gehörigen Verzweigungs-
fläche T (nach Riemann auch verzweigt wie T), wenn alle in der

Fläche von einem Punkt zu einem andern führenden Wege, die nicht

durch einen kritischen Punkt hindurchgehen, von demselben Anfangs-

werth zu demselben Endwerth der Function führen. Man nennt ferner

eine in T eindeutige Function von x regulär in T, wenn sie nur

in einer endlichen Zahl von Punkten in T und in jedem derselben

nur in endlicher Ordnung 00 wird. Wir halten ferner die Voraus-

setzungen (A), (B), (C) des § 4 (S. 39) fest, ebenso die in § 2 S. 24

gegebene Definition der unendlich kleinen Grössen, nach welcher in

einem Punkt (a, b) von T, der kein Verzweigungspunkt ist, die

Grösse x — a, dagegen in einem l — 1 -fachen Verzweigungspunkt

(a, h) die Grösse (a;— «y und in jedem der ti Punkte (x= (X), y = <x>)

der Fläche T die Grösse x~^ als unendlich klein von der ersten Ord-

nung gilt. Wir rechnen ferner einen Punkt, in dem eine Function

= ooP oder = 0^ wird, bez. für p 00* oder p 0' Punkte der Function.

Alsdann lautet der erste Satz:

(I) Ist F(x, y) = eine irreducible Gleichung, so ist jede

in der zugehörigen Verzweigungsfläche T von y eindeu-

tige und reguläre Function rj eine rationale Function der

beiden Variabein (x, y).^)

Es wird vorausgesetzt, dass die Function 7^ verzweigt sei wie T,

dass sie also in jedem Punkt (x = a, y = b), der kein Verzweigungs-

punkt ist, nach ganzen Potenzen von x — a, in einem X — 1- fachen

Verzweigungspunkt {x == a, y = b) dagegen nach ganzen Potenzen

von (x — aY entwickelbar sei, ferner, dass diese Entwicklung, wenn

1) Eine in der 2 -Ebene eindeutige und reguläre Function von z ist bekannt-

lich eine ganze rationale Function von z, wenn sie nur in dem Punkte z = oc

unendlich wird. Damit die Function rj eine ganze rationale Function von {x, y)

sei oder sich mit Hilfe von F{x, V) = ^ iii eüie solche Function verwandeln lasse,

ist nothwendig, dass sie nur im Punkt (ic = 00, y = ex») unendlich wird; diese

Bedingung ist aber nicht hinreichend, wenn F{x, V) = ^ singulare Punkte hat

(s. § 8).
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die Function rj im Punkte x = a von der p^'^ Ordnung oo ist, im
—p

ersten Falle mit (x — «)~^, im zweiten Falle mit (x — a) ^ als

niederster Potenz beginne. Weiter ist anzunehmen, dass in einem

Punkte (a, h), in dem sich zwei oder mehr Blätter berühren,

ohne zusammenzuhängen (s. S. 20), der Werth- der Function r] für

jedes dieser Blätter ein anderer sein kann, dass er z. B. auch für

einige dieser Blätter endlich, für andere oo sein kann. Dasselbe ist

auch vorläufig für die Punkte (ic = oo, y = oo) der Fläche, in denen

sich die n Blätter berühren, anzunehmen, obwohl der folgende Beweis

und der analytische Ausdruck der Function zeigen wird, dass für

die Punkte (a; = oo, y = oo) die Function in allen Blättern gleich-

zeitig entweder oder endlich oder oo ist.

Es seien hiernach die oo Punkte der Function rj und die zu-

gehörigen Ordnungszahlen gegeben in folgender Weise.

In einem Punkte (x = «,-, y = &,) ohne Verzweigung sei für das

zugehörige Blatt

(1) 7^ = 00^' (i=l, 2, .., (,).

In einem (A^ — 1)- fachen Verzweigungspunkte (x = «k, y = ßk)

sei für die A* zusammenhängenden Blätter

(2) ^ = oo'^ (1=1,2, .., 6).

Im Punkt (ic = oo, y = oo) sei für das l^ Blatt

(3) ri = oo'-^ 0=1, ..,n).

Bezüglich der Zahlen r^, . ., r„ nehmen wir an, dass dieselben

ebensowohl 0, wie + ganze Zahlen sein können, so dass die Ge-

sammtordnung r des oowerdens in dem Punkte (a; = oo, y = oo),

bestimmt ist durch r = r^ -\- • • -\- 'fn-

Der Beweis des Satzes I zerfällt in zwei Theile. Zuerst zeigt

man, dass die Function rj, wenn sie in v Punkten der Fläche T je == oo^

wird, die Wurzel einer Gleichung ^{r}, x) = ist, die in ?j rational

und ganz vom w'^°, in x rational und ganz vom v**" Grade ist.

Sind nämlich

(4) i/i = (pi(x), .., r]n== (pn(x)

die n Functionswerthe, die rj für denselben Werth von x annimmt

und ist I eine beliebige, von x unabhängige Grösse, so ist die

Function
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P=(|-^l)(i-^2)--..a-^n) (5)

eine rationale, gebrochene Function von x. Sie ist nämlicli erstens

eine eindeutige Function von x. Denn das Umkreisen eines beliebigen

Punktes der a;-Ebene führt die Function P auf ihren früheren Werth

zurück, da die Werthe ti^, . ., 7^„ entweder ungeändert bleiben oder

nur eine Vertauschung erfahren, bei der P ungeändert bleibt. Sie

wird zweitens in der a;-Ebene nach den obigen Festsetzungen nur in

einer endlichen Zahl von Punkten und in jedem derselben nur in end-

licher Ordnung oo.

Aus der gebrochenen, rationalen Function P von x leitet man

eine ganze, rationale Function von x ab durch Multiplication mit

einem passenden Factor, der sich aus dem Verhalten von P in den

obigen Punkten folgendermassen bestimmt.

Zunächst ist nach (1) in dem Punkte {x = «,, y = &j), wenn t\i

der zugehörige, unendlich werdende Zweig ist, | — tj, proportional mit

(x — a,) * oder es bleibt (^ — ri^ {x — «,)
*' endlich; folglich wird

s^l / \^^
Vix — öj) . . . .{x — a^)

in keinem der q Punkte (a^, &i), . ., (a^, h^ unendlich.

Ferner sind nach (2) in dem {Ik — 1) -fachen Verzweigungspunkt

is^k-, ßk)) wenn rj^, . ., -i^;!^ die in ihm zusammenhängenden Zweige der

Function rj sind, die Werthe ^ — rj^, . ., | — T^Xf. proportional mit

(x — Kl)
^*

, oder es bleibt (| — jji) . . . . (| — rjxj) (x — a^) * endlich

in dem Punkte {uk, ßk] folglich vdrd

P (x — aJ
'

. . . . (a; — cca)
"

in keinem der Punkte (a^, ß^), . ., (a^, ßa) unendlich.

Endlich ist nach (3) in dem Punkte (ic = oo, y == oo) des

Z*®° Blattes, wenn rji der zu demselben gehörige Zweig von r] ist, der

Werth I — rji proportional mit x ' oder es bleibt (| — rii) x ' end-

lich in dem betrachteten Punkte (ic = oo, y == oo); folglich ist

Px

endlich für alle Punkte (ä; = oo, y = oo).

Fasst man diese Betrachtungen zusammen, so ergibt sich, dass

die folgende Function

?!= (§ -Vi)-- '-{^—Vn) {x—aj\.. .(a;— a/^ (a;— ai)^ •• •(«:—«<;)''' (6)
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eine rationale Function von x ist, die für keinen endlichen Werth

von X oo wird und die für x = oo selber oo ist in der Ordnung

Q a n

i= l k= l 1= 1

(7) Z>»+Z«^+Z^' = ^-

i= l A= l 1= 1

Daher ist P^ eine ganze, rationale Function der Variabein x vom
Grade v (7). Zugleich aber ist P^ eine ganze, rationale Function in

I vom Grade n, die für die Werthe ^ = tj^, rj^, . ., r]n und für keinen

andern Wertli verschwindet. Bezeichnet man diese Function P^ mit

0(^, x), SO ist offenbar die Function r] die Wurzel der Gleichung

(8) {v, x) = h^r + hr-^ H h K-iV + &« = 0,

wo die Coefficienten &„, h^, . ., &„ ganze, rationale Functionen in x

sind, von denen wenigstens einer den Grad v erreicht. Der Coefficient

Oq = [X — «i) . . . . {X ao)'' {X — «i) . . . . {X tta)

n

ist bei unseren Voraussetzungen (1, 2, 3) nur vom Grade v —^ ri.

1=1

Die algebraische Gleichung (8) ist entweder selber unzerfällbar,

oder eine Potenz einer unzerfällbaren Gleichung. Denn, wäre ^(^, ic)

das Product von zwei oder mehreren verschiedenen, unzerfäll-
n v' n" v"

baren Factoren, also etwa = ^i (ly, ^) ^2 iyiy ^); so wäre ^1(1?, x)

gleich für einen Tb eil der Wurzeln (4), nämlich für
'rix
= ^i{x), . .,

Tfln' = ^^n'{x), also ^1 (??, x) eine Function von x, die in einem Theil

der Fläche T verschwindet. Da aber T zusammenhängend ist und

^1 (^> ^) ^Is Function von x sich durch Reihenentwicklung über den

ganzen übrigen Theil von T fortsetzen lässt, so folgt, dass O^ (i^, x)

in der ganzen Fläche T gleich sein muss. Dasselbe würde von

^i(yi> ^) gelten. Die zwei unzerfällbaren Functionen ^liji, x) und

O^iV' ^) würden also für eine unendliche Zahl von Werthepaaren

{fj, x) gleichzeitig verschwinden. Dies ist nur möglich, wenn die eine

durch Multiplication mit einer Constanten aus der anderen erhalten

wird. (q. e. d.) Wir setzen im Folgenden die Function
7i

von der Be-

schaffenheit voraus, dass die Gleichung ^ (ji, x) == unzerfällbar ist.

Die vorstehenden Betrachtungen führen nun zweitens zu dem
Nachweis, dass die Function rj eine rationale Function der

beiden durch die Gleichung F(x,y) = verbundenen Grössen
{x, y) ist^).

1) Vgl. Briot, Theorie des fonct. Abel. S. 173 flf. (1879).
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Die einem Punkt x entsprechenden Werthe von y und ti seien

wie früher y^, . ., «/„ und rj^, . ., r}„-^ die Werthe y^, . ., y„ sind alle

verschieden, vrenn x nicht in einen der kritischen Punkte fällt.

Femer sind die Werthe rj^, . ., r]„ den Werthen y^^, . ., y^ eindeutig

zugeordnet, da die Function rj in der Fläche T eine eindeutige Func-
tion des Ortes sein sollte. Diese Zuordnung sei derart, dass in einem
beliebig gewählten regulären Punkte rii und yi einander entsprechen.

Dann zeigt eine der obigen analoge Betrachtung, dass die n aus den

2/t und 7}i gebildeten, symmetrischen Functionen

Vi -{-% -\ \-Vn =Ilo,

n— 1 I n— 1 1

VlVl +.^22/2 + + Vnyl ^ = Rn-l J

(9)

rationale, gebrochene Functionen der Variabein x allein sind. Dabei
können die Bi nicht alle identisch sein, weil sonst für alle Werthe
von X entweder die i]i sämmtlich oder von den Werthen «/j, . ., y^
zwei oder mehr einander gleich wären. Multiplicirt man die Glei-

chungen (9) bez. mit Ä^-i, ^„_2, . ., Äi, 1, und bestimmt diese

Grössen so, dass bei der Addition die Coefficienten von %, rj^, . ., rj^

gleich werden, so hat man die Gleichungen:

+ ^„_i = 0,

yl ' + Aiyl '4 j- An-i = 0,

(10)

(11)

und weiter zur Bestimmung von t]^ die Gleichung:

n. {yl-' + A.yV' + •
. + ^„-0

= Bn-X + AxBn-i -\ h ^»-1-Ro.

Die Gleichungen (10) lehren, dass die Grössen 1, A^, A^, .., A^-i
proportional sind den Coefficienten derjenigen Gleichung vom n — V"""

Grade, deren Wurzeln y^, y^, . ., y^ sind. Diese Gleichung ergibt sich,

indem man die linke Seite von

F{x, y) = a,y- + a,y—^ -] p a,_-,y + a„ =
durch y — yi dividirt; man erhält

^^'''^^"«ür-^4-(«oyi+«i)r-'+--+(«o2/r'+ai2/r'+ ••+«„-!).y — Vi

Daher ist

^ = An— \
= «o2/i~'

(12)
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d. h. die Grössen Äj^,..,Än—i sind rationale Functionen in x und y^.

Trägt man diese Werthe in die Gleichung (11) ein, so stellt sich

auch 7^1 als rationale Function von x und y^ dar. Da nun y^ einen

beliebigen Werth von y und rjj^ den entsprechenden Werth von »^ be-

zeichnet, so folgt, dass die Function rj eine rationale Function von

(x, y) ist, die nach (11) und (12) die Form erhält:

(13)^ =

«0 ig.-i+ («oy+ «i)-R«-2 + -- + (aoy"~'+ «. /-' + • • + a„_i) B^

,n— 1 i /^ -(N „ .,n— 2
na.y''-' -{ {n - 1) a,y^-' +•• + «„.

wo also der Nenner grade die Function F' (y) ist. Man kann dem

Ausdruck (13) leicht noch eine andere Form geben, in der an Stelle

des Nenners F'y die Discriminante D{x) von F(x, y) nach y tritt,

während der Zähler von derselben Form in Bezug auf x und y ist

wie in (13).

An den Satz I schliessen sich noch zwei wichtige Zusätze an

nämlich:

(la) Eine in T eindeutige und reguläre Function oder auch

eine rationale Function der Variabein (x,y), die in keinem

Punkte in T oo wird, ist eine Constante.

Denn wird die in (I) betrachtete Function rj in keinem Punkte

von T oo, so ist in (8) v = und folglich ist 7] eine Constante. (q.e.d.)

(Ib) Zwei in T eindeutige und reguläre Functionen oder

auch zwei rationale Functionen der Variabein (x, y),

welche in den nämlichen Punkten und in jedem derselben

von der nämlichen Ordnung und oo werden, können sich

nur um einen constanten Factor unterscheiden.

Denn der Quotient von zwei solchen Functionen ist eine rationale

Function von {x, y), die in keinem Punkte von T oo wird, d. h. nach

(la), er ist eine Constante.

Ein zweiter Satz, die Umkehrung von (I), gibt eine erste Eigen-

schaft der rationalen Functionen von {x, y) an, nämlich:

(II) Eine rationale Function der beiden durch die irredu-

cible Gleichung F(x, y) = verbundenen Variabein (ic, ?/),

also eine Function von der Form

WO M und N ganze, rationale Functionen von (x, y) sind,

ist eine in der Verzweigungsfläche T eindeutige und re-

guläre Function des Ortes.
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Wir geben hier nur einen kurzen Beweis dieses Satzes und ver-

weisen zur Ergänzung auf die ausführliclie Untersuchung der ratio-

nalen Functionen von {Xjy), ihrer 0- und oo-Punkte und ihrer Bildung

aus denselben im zweiten Abschnitt.

Es ist nachzuweisen, dass die Function r] (14) eindeutig in T ist

und dass sie in T nur in einer endlichen Anzahl« von Punkten und in

jedem derselben nur in endlicher Ordnung oo wird.

Sind zunächst yi, yk zwei demselben x zugehörige Werthe von

y und rii, rik die entsprechenden Werthe von rj, und führt man

(x, y) auf irgend einem Wege vom Punkt (x, y^ zum Punkt

{x, yk), so muss auf demselben Wege rji in rjk übergehen, weil nach

(14) jedem Werthepaar {x, y) nur ein Werth von rj entspricht. Lässt

man den Punkt (x, y) verschiedenartige Punkte der Fläche T um-

kreisen, so finden für die tj -Werthe dieselben Gruppirungen statt,

wie für die «/-Werthe. Betrachtet man ri (durch Yermittelung von

F{x, y) = 0) als Function von x und construirt die Verzweigungs-

fläche T dieser Function ij, so hat T dieselben Verzweigungspunkte

und Verzweigungsschnitte mit demselben Zusammenhang der Blätter,

wie die Verzweigungsfläche T von y. Daher nennt Riemann die Ge-

sammtheit der rationalen Functionen von (x, y) ein System gleich-

verzweigter Functionen.

Ist ferner {x = a, y = h) kein Verzweigungspunkt in T, so hat

in der Umgebung desselben für das dem Punkt zugehörige Blatt von

T die Function y und jede ganzzahlige Potenz von y eine Entwick-

lung nach ganzen, positiven Potenzen von x — a, also eine Ent-

wicklung von demselben Charakter wie y. Dasselbe gilt von dem

Zähler M und dem Nenner N, also auch von der Function rj (14),

wenn N in dem Punkt (a, h) von verschieden ist. Verschwindet

aber N in (a, &), so geschieht dies stets in endlicher Ordnung

und folglich wird auch die Function r} in (a, h) nur in endlicher

Ordnung oo. Ist (a, h) ein A — 1-facher Verzweigungspunkt, so

treten an Stelle der vorigen Entwicklungen von y, M, N und rj wie-

der solche von gleichem Charakter, nämlich solche, die nach Potenzen

von (x — ay fortschreiten. Auch hier ist t) entweder endlich oder

nur in endlicher Ordnung oo. Für die Punkte (a; = oo, y == oo) in T
haben M, N und rj ebenfalls Entwicklungen von demselben Charakter

wie y, d. h. nach ganzen Potenzen von x\ auch in ihnen wird die

Function rj, wenn sie nicht oder endlich ist, nur in endlicher Ord-

nung oo.
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Die rationalen Functionen von {x, y).

In § 6 wurde durcli Betraclituiigen, die der Punctionentheorie an-

gehören, gezeigt, dass unter Voraussetzung der irreduciblen Gleichung

F{x, y) == eine in der Verzweigangsfläche T von y eindeutige und

reguläre Function identisch ist mit einer rationalen Function der bei-

den Variabein (x, y)

(1) M(x, y) : N(x, y),

wo M und N ganze, rationale Functionen sind.

Es sollen jetzt unter Voraussetzung der Gleichung F{x, y) =
direct die Eigenschaften einer rationalen Function der Form

(1) und ihre Bildung aus gewissen Elementen untersucht wer-

den. Dieser Stoff ist in folgender Weise gegliedert:

§7—9 enthält die Untersuchung der Nullpunkte einer ganzen,

rationalen Function von (x, y) und der Kriterien für eine ganze,

rationale Function;

§ 10 und 11 die Untersuchung der Null- und Unendlichkeits-

punkte einer gebrochenen, rationalen Function von (x, y) und der

Abhängigkeit dieser Punkte von einander;

§ 12 und 13 gibt die Bildungsweise der rationalen Functionen

von (x, y) aus gewissen Elementen und die Abhängigkeit dieser

Elemente von einander.

Wir schicken noch folgende Bemerkungen voraus. Die Unter-

suchung ist an sich rein algebraisch. Um aber den algebraischen

Processen und Resultaten eine kurze Fassung zu geben, benutzen wir

die in § 4 erwähnte geometrische Ausdrucksweise, nach welcher

F(x, y) = eine algebraische Curve vom Grade n und vom Ge-

schlecht p ist und den 0^ und oo^ Punkten einer Function (1) die

Schnittpunkte von F{x, y) = mit den Curven 31{x, y) = und

N(x, y) = entsprechen, zu denen noch der Punkt (a; = co, y= <x>)

treten kann.
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Da ferner die Untersucliung der rationalen Functionen von (x, y)

unter allgemeinen Voraussetzungen eine grössere, die Uebersicht er-

schwerende Ausdehnung erfordern würde, so lassen wir hier und im

Folgenden Beschränkungen eintreten, nämlich im Bezug auf

F{x, y) = die, dass nur einfache Verzweigungspunkte und

von singulären Punkten im EndKchen nur die einfachsten, nämlich

Doppelpunkte auftreten und in Bezug auf die Functionen 31 und N
die, dass ihr Verhalten in diesen Punkten von besonders einfacher,

noch näher zu bestimmender Art sei. Doch soll die Untersuchung

unter diesen beschränkenden Voraussetzudgen so geführt werden, dass

eine Verallgemeinerung der Voraussetzungen den Gedankengang un-

geändert lässt und nur ein tieferes Eingehen auf die singulären Punkte

von F{x, y) = und das Verhalten von M und N in denselben er-

fordert.

§ 7. Die Nullpunkte der ganzen, rationalen Function.

Wir halten bez. F(x, y) = die früheren Voraussetzungen (A),

(B), (C) S. 39 fest und beginnen mit der Untersuchung der Null-

punkte einer ganzen, rationalen Function N(x, y). Dieselbe sei vom

Grade v, d. h. so beschaffen, dass für jedes Glied x*y^ die Dimension

i -\- Je ^v sei.

Zur Vereinfachung der Beweise sei die weitere Voraussetzung

hinzugefügt,

(E) dass zwei endliche und verschiedene, gemeinsame
Werthepaare von F{x,y)=0 und N(x,y)=0 weder gleiches

x noch gleiches y besitzen,

oder geometrisch, dass von den Schnittpunkten der beiden Curven

F= und N=0 nicht zwei auf einer zur x- oder ^-Axe parallelen

Linie liegen.

Diese Voraussetzung (E) ist keine wesentliche Beschränkung,

gondern lässt sich gleichzeitig mit (A, B, C) durch eine lineare Trans-

formation der in § 4 angegebenen Art erfüllen.

Es gilt nun der folgende Satz:

(I) Die Zahl der 0^ Punkte einer rationalen Function N(x, y)

vom Grade v in der durch F(x, y) = bestimmten Ver-

zweigungsfläche T ist = nv,

oder die Zahl der gemeinsamen Punkte der Curve F=0
vom Grade n und der Curve N=0 vom Grade v ist =nv^)-j

die Coordinaten dieser Punkte sind alle endlich.

1) Bäzout, Mäm. Acad. Paris. 1764. S. 288
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Dabei wird, wie immer, ein O^-Punkt für p 0^-Punkte ge-

reclmet.

Um die Zahl der gemeinsamen Punkte der beiden Curven

F(x, y) == o^tf" + «ir~' H h '^n-iy + «n = 0,

\n{x, y) = c^f + c^r-' H

—

y Cv-^y + Cv =

zu bestimmen, hat man die Resultante X von F=0 und JV=0
nach y zu bilden, was in ähnlicher Weise geschieht, wie im § 4 die

Bildung der Discriminante von i^= nach y. Sind wieder yi,y.2,",yn

die n Wurzeln von F{x, y) = in Bezug auf y, so hat man, ab-

gesehen von einem constanten Factor,

(2) X = N{x, y,) N{x, y,) . . N(x, yn).

Denn dies Product ist erstens eine rationale Function von x allein,

weil es sich als rationale und symmetrische Function der n Wurzeln

yi rational in den Coefficienten «o; «i? • •' «» ^^^ ersten Gleichung (1)

darstellt-, und es ist zweitens eine ganze Function von x, da es für

keinen endlichen Werth von x unendlich wird, weil nach Voraus-

setzung (B) S. 39 für endliche Werthe von x auch die n Werthe y^

endlich sind. Da ausserdem das Product (2) für jeden gemeinsamen

Punkt von F= und N=0 und nur für solche Punkte verschwindet,

so ist es identisch mit der Resultante dieser beiden Gleichungen

nach y. Die Zahl der gemeinsamen Punkte von jP= und N =-

ist der Grad von X in x oder die Ordnung, in der X oo wird für

x = oo. Es wird aber für ä; = oo jeder Factor in (2) = oo", also

X = oo'''', womit der obige Satz bewiesen ist.

Die Zahl der 0^ Punkte einer ganzen, rationalen Function ist

hiernach ebenso gross, wie die der oo^ Punkte, da N in jedem der

n Punkte (r = oo, y = od) gleich oo^ wird.

Aus (I) folgt weiter der Satz^):

(II) Eine gebrochene, rationale Function M{x, y) : N(x, y)

wird in ebenso viel Punkten in der Fläche T oder auf der

Curve F(x, y) = null wie unendlich in der ersten Ord-

nung; die Zahl dieser Punkte heisst die Ordnung der

rationalen Function M : N.

Es sei, wie F{x, y) vom w*°°, in gleicher Weise M{x, y) vom

jLi*«", N{x, y) vom v*«'' Grade, so dass nach (I) die Anzahl der 0^ Punkte

von M auf F=0 gleich Wft, die von iV auf F=0 gleich nv ist.

Ist nun fA
= V, so ist die Zahl der oo^ und der 0^ Punkte der Func-

1) Ein zweiter Beweis dieses Satzes findet sich § 14, Satz V.
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tion M : N gleich n^ und diese Punkte liegen im Endlichen auf

F= 0. Ist («• > V, so wird M : N == 0^ in den n^ Nullpunkten von

M und = cx)^ in den nv Nullpunkten von N, ausserdem aber

= oo"""" in jedem der n Punkte (x = oo, ij = oo) auf F= (), d. h.

im Ganzen == oo^ ebenfalls in Wfi Punkten. Ist ft < v, so wird

il;f:iV=oo^ in den 7iv Nullpunkten von N und =0^ in den nyb

Nullpunkten von M, ausserdem aber = O""'' in jedem der n Punkte

(a; = oo, y = oo) auf F = 0, d. h. im Ganzen = 0^ ebenfalls in nv
Punkten. Es ist also in allen Fällen die Zahl der oo^ und der

0^ Punkte von M : N endlich und gleich gross. Fallen einige der

0^ Punkte von M mit 0^ Punkten von N zusammen, so ist die Ord-

nung von M: N nicht mehr die eben bestimmte, sondern um die

Zahl dieser zusammenfallenden 0^ Punkte von M und N geringer.

Auch die Zahl der Punkte auf F= 0, in welchen M : N einen be-

stimmten Werth Ä annimmt, ist gleich der Zahl der 0' oder oo^

Punkte, wie sich leicht durch Betrachtung der Function (M-^AN):N
ergibt.

Wir kehren zurück zur ganzen, rationalen Function JSf und zur

Resultante X und untersuchen, in welcher Weise die Wurzeln von
X = den gemeinsamen Punkten von F= und N= entsprechen.

Ist ein gemeinsamer Punkt (x^, y^) ein einfacher Punkt von F=0
und ebenso von JV= 0, so ist in ihm F und N und folglich auch X
proportional mit (x— x^), d.h. dem Punkte (x^, y^ entspricht eine ein-

fache Wurzel x^ von X= 0. Hieran ändert sich nichts, wenn der Schnitt-

punkt {x^, y^) zugleich Yerzweigungspunkt ist, weil dann für jeden
1

der beiden gleichen Werthe von y N{x, y) proportional mit {x—x^y,
also nach (2) X wieder proportional mit x — x^ wird. Ist dagegen
ein Punkt {x^, y^) einfacher Punkt von iV=0 und Doppelpunkt von
i^= 0, so wird für jeden der beiden gleichen Werthe von y N pro-

portional mit X — x^, also X proportional mit {x — x^'^, d.h. dem
Punkt {x-L,iJi) entspricht eine Doppelwurzel x^ von X = 0. Dasselbe

gilt, wenn (x^, y^ einfacher Punkt von F und Doppelpunkt von N
ist, weil dann in ihm N und ebenso X proportional mit {x — x^Y
ist. Berühren sich endlich die Curven F und N in einem Punkte

(^ij Vi), so ist in ihm N und ebenso X proportional mit (x — x^f,
d. h. dem Punkt entspricht ebenfalls eine Doppelwurzel von X = 0.

Beschränkt man sich auf diese einfachsten Fälle, so hat man den
Satz:

(III) Jedem gemeinsamen Werthepaar der Gleichungen F=0
und iV=0 entspricht eine einfache oder mehrfache Wurzel
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der Resultante X = 0. Ist der gemeinsame Punkt ein-

facher Punkt für beide Curven, so ist die entsprechende

Wurzel von Z = einfach. Ist dagegen der gemeinsame

Punkt entweder einfacher Berührungspunkt von F und N
oder ein Schnittpunkt von F und N, der für die eine Curve

einfacher, für die andere Curve Doppelpunkt ist, so ist

die entsprechende Wurzel von X = eine Doppelwurzel.

Für die weiteren Betrachtungen ist X als Function von x wirk-

lich darzustellen. Durch Elimination von y aus den Gleichungen (1)

erhält man X in Gestalt einer Determinante, deren Reihen n -^ v

Elemente enthalten:

(3) X =

«0 «1 • •
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Punkte von F= 0. Nach Satz (III) zerfällt der Ausdruck (3) für

X in zwei Factoren, derart^ dass

x = x,x,\

wo in Xi die einfachen, in Xo die Doppelwurzeln von X = zu-

sammengefasst sind. Die Ausdrücke für X^ und X^ erhält man aus

(3) auf rationale Weise. X^ nämlich ist der grösste gemeinsame

Theiler von X = und j^ = und X^ der Quotient von X durch X^\

Sind die Gleichungen Xi = und X^ = gelöst, so hat man
die a:;-Ordinaten der gemeinsamen Punkte von F=0 und N= 0.

Die zugehörigen ^/-Ordinaten erhält man in bekannter Weise rational

in X. Multiplicirt man nämlich die erste der Gleichungen (1) mit
y''~^ «/'~^

• •, y, 1, die zweite mit t/""^ y''~^,
• ., y, 1 und schreibt

je die erste dieser Gleichungen -:

{%y + «i)r+'-' + «2^+^-* + • • + a„y'-^ = 0,

(coy + c,)y-+^-' + c,y-+'-^ -\
f- c,y^-' = 0,

so kann man y+^-^j «/"+""*,
• ., y, 1 eliminiren und erhält eine

Gleichung, linear in y, aus der sich y rational in x ergiebt. Ist also

Xi eine Wurzel der Gleichung X = 0, so stellt sich der zugehörige

Werth yi dar in der Form yi = R(x,). Die Function B ist rational

und ihre Coefficienten sind rationale Functionen der constanten Coef-

ficienten von F und N. Zugleich folgt, dass man eine rationale und
symmetrische Function der Coordinaten (a;,-, yi) der gemeinsamen
Punkte von F = und N = als rationale Function der con-

stanten Coefficienten dieser beiden Gleichungen darsteilen kann, ohne
vorher die Gleichungen X, = und Xg = zu lösen. Denn eine

solche Function lässt sich zuerst mit Hülfe der Gleichungen yi= R(xi)

als rationale, symmetrische Function der Grössen Xi allein ausdrücken,

deren Coefficienten rationale Functionen der Coefficienten von F und
N sind und diese Function geht mit Hülfe von X^X.^ = in eine

rationale Function der Coefficienten von F und N allein über. Dies

giebt den Satz:

(IV) Die Bestimmung der Coordinaten (xi, yi) der gemein-
samen Punkte von jP= und ^=0 erfordert ausser der
Lösung der Gleichungen X^ = und X2 = nur rationale
Operationen. Die Darstellung einer rationalen und sym-
metrischen Function der Coordinaten (Xi, ?/,) durch die

Coefficienten von F und JV" vollzieht sich in rationaler
Weise ohne Lösung der Gleichungen Xj =0, X^ = 0.

Stahl, Abel'ache Functionen. 5



66 Zweiter Abschnitt. [§ 7.

Die Form (4) der Resultante X dient noch zum Beweis der

Umkelirung von (III) oder zum Beweis des Satzes:

(V) Jeder einfachen Wurzel der Gleichung X ^ entspricht

ein einfacher Schnittpunkt der Curven F=0 und iV=0,
jeder Doppelwurzel entweder ein einfacher Berührungs-

punkt von F und N oder ein Schnittpunkt von F und N,

der für die eine Curve einfacher, für die andere Doppel-

punkt ist.

Ist nämlich x = x^ eine einfache Wurzel von X == 0, zu der

nach Voraussetzung (E) auch nur ein Werth y = y^ gehört, so folgt

aus der Identität (4), dass der gemeinsame Punkt {x = x^, y = yi)

von F = und N= nur einfacher Schnittpunkt dieser beiden

Curven ist. Ist dagegen x = x^ eine Doppelwurzel von X = 0, so

gehört zu derselben nach Voraussetzung (E) nur ein Werth y = y^

(y^ ist Doppelwurzel der Gleichung Y= d. h. der Resultante von

(1) nach x). Nun folgt durch Differentiation der identischen Glei-

chung (4):

dX = ÄdF + FdÄ + CdN + NdC.

Bezeichnet man das Resultat der Substitution (x = Xi, y = y^
in X, F, N, Ä, C durch Anhängen des Zeigers 1, so folgt hieraus

für {x = Xi, y = y^, da dX^ = 0, F^ =0, N^==Q ist,

A^dF^ + C^dN^=^0.

Diese Gleichung ist für alle Werthe von dy : dx erfüllt; es folgt

A,F\x,) + C,N'{x,) = 0, AF\y,) + C,N'{yd =
und hieraus, wenn A^ und C^ nicht gleichzeitig verschwinden, entweder

F\x,)'.F\y,) = N'{x,)'.N\y,)

d. h. die Curven F und JV berühren sich in {x^, y^), oder

F'(x,)==F\y,) = 0, C, =
d. h. F hat einen Doppelpunkt in (iCj, y^), oder

N'{x,) = N\y,) = 0, A,=0
d. h. N hat einen Doppelpunkt in (x^, y^.

Ist aber A^ = C^ = 0, so muss einer der drei vorstehenden Fälle

ebenfalls eintreten; denn andernfalls hätten F und N bloss einfache

-^-j nicht == sein, was

gegen die Voraussetzung ist. (q. e. d.)
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§ 8. Kriterien für eine ganze, rationale runetion.

Von besonderer Wichtigkeit für die weiteren Untersuchungen ist

die Frage nach den Kriterien dafür, dass eine gebrochene, rationale

Function M(x, y) : N{x,y) sich mit Hilfe von i^= in eine ganze, ratio-

nale Function G{x, y) überführen lasse. Wie die vorstehenden Be-

trachtungen zeigen, verhalten sich die einfachen Verzweigungspunkte

hierbei durchaus wie gewöhnliche einfache Punkte von F(x, y) = 0.

Beschränkt man die Singularitäten von F= 0, wie schon bemerkt,

auf Doppelpunkte, und setzt voraus, dass N die Curve F nicht

berühre und durch Doppelpunkte von F nur einfach hin-

durchgehe, so gilt der Satz^):

(I) Sind M und N ganze, rationale Functionen vom ii^'^^ und v^^

Grade in {x, y) und ist fu. > v, so sind die nothwendigen
und hinreichenden Bedingungen dafür, dass die rationale

Function M : N sich mit Hilfe von F{x, y) in eine ganze,
rationale Function G(x,y) verwandeln lasse:

1) dass sie nur oo wird in den Punkten (x = oo, y = 00)5

2) dass sie in jedem Doppelpunkt von F für die beiden
Zweige den nämlichen Werth annimmt.
Diese Bedingungen sind nothwendig, wie sich daraus ergiebt, dass

sie für eine ganze Function G{x,y), also auch für eine gebrochene

Function, die sich durch i^= in eine ganze Function überführen

lässt, stets erfüllt sind. Weniger einfach ist der Beweis dafür, dass

diese Bedingungen auch hinreichend sind; um ihn zu führen, geben
wir dem Satze (I) die folgende Form:
(la) Damit eine gebrochene Function M:N(}i>v) sich mit
Hilfe von J^=0 in eine ganze Function G{x,y) verwandeln
lasse oder, was dasselbe sagt, damit sich M auf die Form
bringen lasse

M=GN + HF, (1)

wo G und H ganze Functionen sind, ist nothwendig und
hinreichend:

1) dass Jf == durch alle einfachen Schnittpunkte von
F=0 und N=0 mindestens einfach hindurchgeht;

2) dass Jf=0 in einem Doppelpunkt von F=0, durch den
N= einfach hindurchgeht, entweder auch einen Doppel-
punkt hat oder N= berührt.

1) Nöther, Math. Ann. VI, p. 351flF. (1872) mit allgemeinen Voraussetzungen

5*
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Es ist leicht zu sehen, dass der Satz (la) sieh mit (I) deckt.

Denn soll M : N nicht für ein endliches Coordinatenpaar {x, y) von

F oo werden, so muss M durch jeden einfachen Schnittpunkt von F
und M hindurchgehen. Ebenso muss M in jedem Doppelpunkt von

Fj durch den N einfach hindurchgeht, verschwinden. Das genügt

indess nicht. Denn in einem solchen Doppelpunkt, in dem M und N
einfach verschwinden, hat M : N den Werth

M'{x)dx + M'{y)dy

W(x)dx -f N'iyjJy
'

Soll nun dieser Werth für die beiden in dem Doppelpunkt von

F verschiedenen Quotienten dy : dx der gleiche sein, so muss, da

N'{x) und N'(y) von verschieden sind,

entweder M'(x) = M\y) = sein d. h. es muss M in dem Punkte

ebenfalls einen Doppelpunkt haben,

oder M'(x) : N'{x) = M'{y) : N'{y) sein d. h, es muss M in dem
Punkte N berühren.

Umgekehrt, geht M durch alle einfachen Schnittpunkte von F
und N hindurch, so wird M:N in diesen Punkten nicht oo. Geht

aber N durch einen Doppelpunkt von F einfach hindurch und hat M
in demselben entweder ebenfalls einen Doppelpunkt oder eine Be-

rührung mit N, so ist für diesen Punkt ausser Jf= und N ==

im ersten Falle M' (x) = M'{y) = 0, im zweiten Falle M'{x) : N\x)
= M'{y): N'{y) d. h. in beiden Fällen hat M:N in dem Doppel-

punkt für die beiden Zweige den gleichen Werth.

Nach diesen Bemerkungen bleibt nur zu zeigen, dass die im Satz

(la) aufgestellten Bedingungen auch hinreichend sind dafür, dass

sich M auf die Form (1) bringen lasse. Wir gehen aus von der in

(4) § 7 gefundenen Form der Resultante X von F und N in Bezug

auf y:

(2) X = AF + CN,

in der A und C bekannte, ganze Functionen von {x, y) sind. Bildet

man das Product AM und zieht durch Division aus dem Quotienten

AM: N die etwa in ihm enthaltene, ganze Function von y heraus, so

erhält man

(3) AM= ÜN-{- W,

wo ü und TT ganze, rationale Functionen von {x, y) und TF vom (v— 1)*®°

oder niederen Grade in y ist. Setzt man zur Abkürzung die ganze

Function von (x, y) UF -\-CM=r, so folgt aus (2) und (3)

(4) XJf= FiV+ WF.
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Damit M
:
N eine ganze Function sei, oder M in die gewünschte

Form (1) übergehe, ist erforderlich, dass die Quotienten F:Zund
W:X ganze Functionen G und H von {x, y) seien. Die eine dieser
Bedingungen zieht aber nach (4) die andere nach sich, da F irredu-
cibel ist. Aus der Forderung, dass W: X eine ganze Function H sei,

ergeben sich neue Forderungen für das Verhalten von M in den ge-
meinsamen Punkten von F und K Dabei sind zwei Fälle zu be-
trachten:

1. Die Resultante X = besitze nur einfache Wurzeln.
Nach Satz (V) § 7 haben dann die Curven i^= und N=0

nur einfache Schnittpunkte. Sei (x = x^, y ^ y^) ein solcher ein-
facher Schnittpunkt und seien (x = x^, y = y^i)

(i = 1, .. v — 1)
die V — 1 Schnittpunkte, welche die Gerade x = x^ ausser dem Punkte
{x^,

2/i) mit i^=0 hat. Dann muss in der Identität (2) für die
Punkte (x= x^,y = y^) ausser X und N nothwendig A verschwinden,
weil in diesen Punkten F nicht wird nach Voraussetzung (E) § 7.

Daher ist nach (3) in diesen Punkten W=0 oder es hat die Gleichung

(T^)x=.. =
(5)

die V — 1 verschiedenen Wurzeln y = y^' (i = 1, . . v 1).

Hat nun M, wie wir annehmen, die Eigenschaft, dass es durch den
Schnittpunkt {x„ y^) von F und N ebenfalls hindurchgeht, so kommt
zu den {v — 1) Wurzeln von (5) noch als v*« Wurzel 2/ = «/i

hinzu,
weil in (3) für {x^, «/,) zugleich M und N verschwinden. Wenn aber
die Gleichung (5), die vom v - \'^^ Gerade in y ist, v verschiedene
Wurzeln haben soll, so müssen ihre Coefficienten einzeln verschwinden.
Es sind also die Coefficienten der Potenzen von y mW einzeln durch
X — x^ theilbar. Ebenso ergiebt sich, dass W durch die übrigen
Linearfactoren von X theilbar ist. Hieraus folgt, dass W: X eine
ganze Function in {x, y) oder dass M in der Form (1) darstellbar
ist. In dem vorliegenden, ersten Falle genügt also zur Herstellung der
Gleichung (1) die Bedingung, dass M durch alle im Endlichen ge-
legenen Schnittpunkte von F und N mindestens einfach hindurchgeht,
oder dass M-.Nmxr in den Punkten {x = cx>, y = oo) oo werde.

2. Fall. Die Gleichung X=0 besitze neben einfachen,
noch Doppelwurzeln.

Die Doppelwurzeln von Z = entstehen nach (III) § 7 dadurch,
dass entweder die zwei Curven F \mdi N sich einfach berühren oder
dass in einem Schnittpunkt die eine Curve einen Doppelpunkt, die andere
einen einfachen Punkt besitzt. Eine Berührung von F und N wurde
ausgeschlossen. Sei also x = x^ eine Doppelwurzel von Z = 0, die
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einem Punkte {x = x.^, y = 2/2) entspreche, in dem F einen Doppel-

punkt, N einen einfachen Punkt hat, so dass für {x = x^f y = 2/2)

die Gleichungen bestehen

F, = 0, N, = Ö, F'(x,) = 0, F\y,)^0.

Dann folgt zunächst, wie im ersten Fall, dass W den Factor

X — X2 besitzt. Man kann aber zeigen, dass x — x^ ein Doppel-

factor von W ist. Denn bezeichnet man mit (x = x^, y == y2), wo

i = 1, . ., V — 1, die (v — 1) übrigen Schnittpunkte , welche die

Gerade x = x.^ ausser {x^, y^) mit N = besitzt und durch Ein-

schliessen in Klammern [ ] den Werth der eingeschlossenen Function

für einen Punkt (x = x^, y = y./), so folgt aus der Identität (2), dass

[J,] = und aus dem Differential von (2), nämlich

dX = AdF+FdA-\- GdN-{- NdC

durch Eintragen von (x = X2, 2/= 2/2')? wobei dX, N und A verschwin-

den, dass

\FdA-\- GdN]^0.

Setzt man in dieser Gleichung, die für alle Werthe von dy : dx

erfüllt sein muss,

(6) [dN] = oder dy : dx = - [N'^x) : N'{y)l

so wird [dA] = 0. Durch Differentiation von (3) aber folgt

(7) AdM-\-MdA=UdN -^ NdU+dW
und hieraus für (x = x^, y = y^) und für den in (6) definirten Werth

dy : dx mit Rücksicht auf A = 0, dA = 0, JV= 0, dN=0, dass

[dW]=^0 ist. Da nun W den Factor {x — x^) enthält, also gleich-

zeitig [F] = und ß-] E^ ist, so muss auch [^J = sein oder

es muss

die Wurzeln y = y%, • . yl"^ haben. Kann man nun noch eine v**,

von diesen verschiedene Wurzel y von (8) angeben, so ist (8) als

Gleichung in y identisch erfüllt und {x— x^ eine Doppelwurzel von W.

Eine solche Wurzel von (8) ist aber y = y^, sobald die aus (7) für

{x = x^, y = y^ mit Rücksicht auf il£j = 0? ^2 = sich ergebende

Beziehung
A^dM^ = TJ^dN^ + dW^

durch Einführung des in (6) definirten Werthes dy : dx sich auf

dW.2= a reducirt. Dies ist der Fall
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entweder wenn M und N sich in (x^, y^ berühren,

oder wenn M in {x^y^ ebenso wie F einen Doppelpunkt besitzt.

In beiden Fällen hat W mit X. die Doppelwurzel x = x^ gemein.

Ist also eine dieser zwei Bedingungen für jede Doppelwurzel von X
erfüllt, so ist die Division W: X ausführbar und M in der Form (1)

darstellbar. Hiermit ist der Satz (la) oder der Satz (I) in allen

Theilen bewiesen.

Wir führen nur noch historisch eine Verallgemeinerung des Satzes

(la) an und sprechen dieselbe so, wie sie später (§ 23) benutzt wird,

für homogene Coordinaten (x^, x^^ x^ aus:

(II) Geht eine Curve Tix^^x^^^x^ = ^ durch alle Schnitt-

punkte zweier anderen Curven Q,{p\, ^2; ^3) "=" ^ und

F{x-i^, x^, %) = 0, und zwar durch jeden solchen Funkt, der

i-facher Punkt von F=0 und ^-facher Punkt von ^ =
ist, i-\-'k — 1-fach hindurch, so kann man immer P auf

die Form bringen
F=AQ + CF,

wo A und C ganze, homogene Functionen von {x^, x^, x^)

sind^).

§ 9. Die adjungirten Functionen.^)

Der Quotient zweier ganzen, rationalen Functionen M{x, y) und

N(Xf y) ist eine gebrochene, rationale Function M(x, y) : N{x, y).

Diese kann die besondere Eigenschaft der ganzen Functionen haben,

dass sie in einem Doppelpunkt von F{x, y) = für die beiden Zweige

den nämlichen Werth annimmt, sie kann dagegen auch für beide

Zweige verschiedene Werthe haben. Wir betrachten den letzteren

Fall als den allgemeinen. Derselbe kann nur eintreten, wenn Zähler

und Nenner M und N in dem Doppelpunkt verschwinden.

(A) Eine ganze rationale Function, die in jedem der r Dop-

pelpunkte von F = in erster Ordnung verschwindet,

heisst eine adjungirte Function von F= 0.^) Unter den

adjungirten Functionen sind die des n — 3*®"^ Grades von

ausgezeichnetem Charakter; sie werden nach Riemann mit

1) Für den Beweis s. Nöther, 1. c.

2) Riemann, Ges. W. S. 107 if. Brill u. Nöther, Math. Ann. Bd. 7,

S. 269ff'. (1873), wo die Voraussetzungen über F = allgemein sind.

3) Hat die Curve F{x, y) = mehrfache Punkte mit getrennten Tangenten,

80 sind die adjungirten Curven solche, die durch jeden ji-fachen Punkt von J" =
(fi
— l)-fach hindurchgehen, ohne dass sich dabei einzelne Zweige beider Curven

berühren.
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dem besonderen Buchstaben oder q) bezeichnet und ^-

Functionen genannt.

Wir untersuchen in diesem § die ganzen adjungirten Functionen,

in den folgenden §§ die Quotienten solcher Functionen.

Die Zahl der Schnittpunkte zweier Curven F= vom Grade n

und M=0 vom Grade fi ist nach (1) § 7 gleich nfi. Ist M ==

eine adjungirte Curve, so fallen 2r dieser Punkte in die r festen

Doppelpunkte von i^=0. Bezeichnet man die Schnittpunkte, die

M = ausser den r Doppelpunkten mit i^= besitzt, so lange

M=0 noch nicht völlig bestimmt ist, als beweglich, und die Zahl

dieser beweglichen Schnittpunkte mit «, so ist

(1) für ein beliebiges ^: i = nfi — 2r.

Wegen der Relation p = - (n — 1) (n ~ 2) — r (6) § 5 erhält

man hieraus

(2) für den besonderen Werth fi = n — 3 : i == 2p — 2.

Von diesen i Schnittpunkten ist indess nur eine gewisse Zahl

willkürlich; die übrigen sind von der ersteren abhängig und durch sie

bestimmt. Um diese Abhängigkeit zu untersuchen, stellen wir zuvor

die Frage nach der Zahl der linear unabhängigen, adjungirten Func-

tionen M vom Grade ^, wobei sich zugleich die Bildungsweise dieser

Functionen ergiebt.

Man denke sich die Function M(x, y) vom Grade
f*

mit unbe-

stimmten Coefficienten angeschrieben. Die Coefficienten seien so zu

bestimmen, dass M für eine Anzahl gegebener Punkte verschwindet.

Da jedes Werthepaar {x, y), das zur Bestimmung von M=0 dient,

nicht frei, sondern durch die Gleichung F(x, y) = verbunden ist,

so hat man mit Rücksicht auf diese Gleichung zwei Fälle zu unter-

scheiden.

1. Fall ft ^ M. Ist M' eine allgemeine Function vom Grade ft,

so kann man, da für die zu lösenden Fragen alle Curven vom Grade ^,

die F = in denselben Punkten schneiden, als gleichwerthig zu be-

trachten sind, die zu bestimmende Function M in die Form bringen

M = M'+ PF,

wo P eine ganze Function vom Grade fi — n, und man kann im

Allgemeinen die -" (ft — w + 1) (f^
— ^ -|- 2) homogenen Coeffi-

cienten der Function P so wählen, dass ebenso viele Coefficienten in

M beliebige, numerische Werthe annehmen. Da die Zahl der nicht

homogenen Coefficienten in M' gleich
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|(f* + l)(ft + 2)-l=|^(ft + 3)

ist, so besitzt die reducirte Function M noch

I ^(^ + 3) - I (^ - w + l)(iit - n + 2)= na - l(n-l)(n- 2)

nicht homogene Coefficienten. Damit M eine adjungirte Function

werde, sind diese Coefficienten noch den r Bedingungen zu unterwerfen,

dass M= sei für die r Doppelpunkte von F= 0. Wenn nun diese

r Bedingungsgleichungen für die Coefficienten von M linear unab-

hängig sind, so ist die Zahl k der in 31 noch freien, nicht homogenen

Coefficienten

k = n^ — Y {'^ — !)(** — 2) — r = nfi — 2r — p = i — p. (3)

2. Fall, jt < M. Dann findet eine Reduction von M durch F nicht

statt. Man hat vielmehr unmittelbar für die Zahl k der in der ad-

jugirten Function M noch freien, nicht homogenen Coefficienten

^ = |K^ + 3)-r. (4)

Insbesondere folgt hieraus

für fx, = w — 1 Ä = Y (** — 1)(** + 2) — r

„ i,
= n-2 k = \-(n-2){n+l)-r (5)

„ (i = n — 3 k=p — 1.

Die für (i = n — 1 und fi = n — 2 gefundenen Werthe (5) von k

ergeben sich auch, wenn man in (3) ^ = n — 1 und (i = n — 2 setzt.

Die Werthe von k für (i = n — 1 und ^ = n — 2 ordnen sich also

dem ersten Falle unter. Hiernach hat man, indem man die Mög-

lichkeit offen lässt, dass die oben erwähnten r Gleichungen für die

Coefficienten von M linear abhängig seien, den Satz:

(I) Die Zahl der linear unabhängigen, adjungirten Functionen

31 vom Grade ^ ist =k -{- 1, wo

für ft > w — 3 k mindestens = n^ — 2r — p

„ fi = n — 3 k „ =P — 1«

Es zeigt sich später (§ 10), dass diese Zahlen für k nicht bloss

Minimalzahlen, sondern genau gültige Zahlen sind und damit ist in-

direct gezeigt, dass die oben erwähnten r Gleichungen für die Coef-

ficienten von 31 wirklich linear unabhängig sind^). Indem man dies

1) Eine directe Untersuchung dieser r Gleichungen auf ihre lineare Ab-

hängigkeit stösst auf grosse Schwierigkeiten und ist noch nicht durchgeführt.
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einstweilen als bewiesen voraussetzt, ergibt sich für die Bildung der

adjungirten Function M noch Folgendes. Schreibt man die r Glei-

chungen an, die ausdrücken, dass M für die r Doppelpunkte von F
verschwindet, bestimmt alsdann aus diesen Gleichungen r der Coef-

ficienten von M durch die übrigen, trägt die Werthe dieser r Coef-

ficienten in M ein und ordnet nach den noch übrigen unbestimmten

Coefficienten, so erhält man für 31 die Form

(6) M=M, + X,M^ -i h hMi,.

Hier sind Aj, . . h die noch unbestimmten Coefficienten, Jf^,

Ifi, . . Mk aber specielle, linear unabhängige, adjungirte Functionen

vom Grade
f*.

Diese Functionen Mi sind vollkommen bestimmt-, aus

ihrer Bildung geht hervor, dass die Coefficienten der Potenzen von

X und y in den Mi rationale und symmetrische Functionen der Co-

ordinaten der r Doppelpunkte von F d. h. nach § 7 Satz IV, dass sie

rationale Functionen der Coefficienten von F allein sind,

die sich auf rationalem Wege bilden lassen. Wir machen indess

von dieser Betrachtung keinen Gebrauch, bevor nicht gezeigt ist, dass

die in Satz (Ij für l angegebenen Zahlen wirklich stets und genau

gültig sind.

Wir kommen nun zur weiteren Frage, wie viele von den i

in (1) und (2) angegebenen 0^ Punkten von M willkürlich

und wie viele derselben abhängig sind. Wären die Zahlen für

Ti im Satz (I) genau gültig, so hätte man zur vollständigen Bestim-

mung von M noch h 0^ Punkte von M beliebig zu wählen und hätte

dann aus (6) Ic lineare Gleichungen zur Bestimmung der l Coef-

ficienten A. Damit wären auch die i — h noch übrigen 0^ Punkte

von M bestimmt und man hätte, indem man diese i — h abhängigen

0^ Punkte in die bereits bestimmte Function M einträgt, * — it Be-

dingungsgleichungen zwischen den i 0^ Punkten von M. Es ist nun

aber der Fall denkbar, dass die li gewählten 0^ Punkte eine solche

specielle Lage zu einander haben, dass die l Gleichungen zur Bestim-

mung von Ai, . . Ik nicht ausreichen, dass vielmehr eine Anzahl dieser

Gleichungen durch die übrigen bereits identisch erfüllt sind, dass also

von den i — li Bedingungsgleichungen zwischen den i 0^ Punkten

einige überzählig d. h. durch die andern von selber erfüllt sind.

Berücksichtigt man die Möglichkeit des letzteren Falles, der in

der That eintreten kaim^), und ausserdem die noch nicht als unzu-

treffend erwiesene Möglichkeit, dass die Zahlen für h in (I) nur Mini-

malzahlen seien, so erhält man den Satz:

1) Vgl. § 11 und § 13.
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(II) Von den i = n^ — 2r Punkten, die eine adjungirte Curve
M=0 vom Grade ^ ausser den Doppelpunkten mit F ==

gemein hat, sind

für (i>n — S mindestens i—p willkürlich und höchstens
p abhängig,

für ^ = n — 3 mindestens p — 1 willkürlich und höchstens
p — 1 abhängig.

Hieraus folgt unmittelbar der weitere Satz:

(III) Legt man eine adjungirte Curve M = vom Grade (i

durch m Punkte von F und sind von den i— m weiteren
Schnittpunkten ausser den Doppelpunkten noch q Punkte
willkürlich, so ist stets

für ^ > w — 3: q'^m — p

„ fi = n — S: q^ m — {p — 1).

Bei diesen Betrachtungen ist keineswegs vorausgesetzt, dass die

adjungirte Curve M nicht zerfalle. Darum ist es auch nicht nöthig,

Curven von niederem als dem (n— 3)*'^° Grade besonders zu betrachten,

da man eine solche durch Hinzufügung einer festen Curve immer zu
einer adjungirten Curve vom n — 3*^° oder höheren Grade machen kann.
Geht man nur bis zu Curven des n — S**** Grades herab, so lässt sich

zugleich der Voraussetzung genügen, dass dieselben ohne eine solche

Hinzufügung fester Curven auch noch für die Maximalzahl der Doppel-
punkte von jP= adjungirt sein können. Denn die Zahl der nicht

homogenen, linearen Coefficienten einer noch nicht adjungirten

Curve M=0 vom Grade ^ = w — 3 ist = y ^it (^ -f 3) = | w (n — 3),

also für p > gleich der Maximalzahl — {n — l)(n — 2) — 1 der

Doppelpunkte von F= 0. Ausserdem aber wird sich zeigen, dass

die Voraussetzung fi^n — 3 genügt zur Darstellung rationaler Func-
tionen jeder Ordnung.

§ 10. Die allgemeinen, rationalen Functionen.

Wir gehen zur Betrachtung der allgemeinen, rationalen Func-
tionen über, die wir als Quotienten adjungirter Functionen ansehen.

Es seien M^ und N^ zwei adjungirte Functionen vom Grade ^^ und v,

und es mögen die Schnittpunkte von Jf, mit F in zwei Gruppen G„,^

und Gm^ von m^ Punkten a' und m^ Punkten a", die Schnittpunkte
von iVi mit F in zwei Gruppen (7„, und (t„,„ von w^ Punkten h' und
denselben w^ Punkten a" zerfallen. Dann wird der Ausdruck
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Ml : N^ = 0^ in den m^ Punkten a und = ooMn den n^ Punkten &',

während er in den m^ Punkten a" endlich bleibt. Diese letzteren

Punkte nennen wir Hilfspunkte. Für (x = oo, y = od) wird Mi : N^

entweder endlich oder = oo''^'"^""^'^ oder = O'^^"!"'"') je nachdem ^^ = v^

oder (ii > Vi oder fii < Vi ist. Da die Zahl der oo^ und der 0^ Punkte

von Ml : JV^ die gleiche ist (§ 7), so hat man % — w^ = w (ft^ — Vi).

Für die unendlich vielen Formen, in denen sich M^ : N^ darstellen

lässt, gilt nun der Satz^):

(I) Der Quotient Mi : N^ zweier adjungirten Functionen, der

abgesehen von den Punkten {x == oo, y == oo) in m^ Punkten

a gleich 0^ und in % Punkten V gleich oo^ wird, während

er in den m^ Hilfspunkten a" endlich bleibt, lässt sich

mit Hilfe von F == auf unendlich viele Arten in einen

andern solchen Quotienten M^'-N^ verwandeln, wobei die

0^ Punkte a' und die <x>^ Punkte h' der Function ungeändert

bleiben, während an Stelle der m^ Hilfspunkte a" fi^ andere

Hilfspunkte b" treten.

Die zu beweisende Behauptung lässt sich auch so aussprechen:

(a) Wenn auf der Curve F == ausser den Doppelpunkten

durch eine adjungirte Curve Mi vom Grade (ii die Punkt-

gruppen Gm, und Gm^,

durch eine adjungirte Curve Ni vom Grade Vi die Punkt-

gruppen Gn, und Gm^,

durch eine adjungirte Curve M^ vom Grade (i^ die Punkt-

gruppen G,n, und Gn^

ausgeschnitten werden, so existirt noch

eine adjungirte Curve JVg vom Grade ^2, welche die Punkt-

gruppen (t„, und G„^

ausschneidet. Hierbei ist

mi—Ui^ n{(ii — Vi) = n(fi.2 — v^).

Beweis. Sind drei adjungirte Curven Mi, N^, M^ gegeben,

welche die in (a) angegebenen Punktgruppen ausschneiden, so lassen

sich nach (la) § 8 immer zwei Curven N^ und A finden von der Be-

schaffenheit, dass man identisch hat

(1) 3I^Ni — MiN^~AF.
Denn die Gleichung M^Ni =0 stellt eine (zerfallende) Curve dar, welche

durch alle nicht in die Doppelpunkte von F fallenden Schnittpunkte

Gm^ und Gm^ von Mi = mit F = hindurchgeht. Ausserdem aber

verschwindet das Product MoN^ in jedem Doppelpunkt von F, in dem

1) Brill u. Nöther, Math. Anu. Bd. 7, S. 269ff. (1873).



§ 10. Die allgemeinen, rationalen Functionen. 77

Ml einen einfachen Punkt besitzt, zweifach. Das Product iltfg-^i er-

füllt daher nach (la) § 8 alle Bedingungen, um in die Form M^N^-}- AF
gebracht zu werden, womit die Identität (1) bewiesen ist. Die hierbei

auftretende Curve N.^ == geht nun nach (1) durch die übrigen

Schnittpunkte von ilfgiVi = mit F = 0, durch die M^ nicht geht

d. h. durch die Punkte Gn, und Gn^. Ausserdem ist JVg adjungirt;

denn in einem Doppelpunkt von F verschwindet M^ N^ für jeden Zweig

von F doppelt, J/^ nur einfach; es muss also auch iVg einfach ver-

schwinden, (q. 6. d.)

Der Satz (a) ist in der Geometrie der algebraischen Curven be-

kannt unter dem Namen des Restsatzes ^). Nennt .man von zwei

Gruppen Gm^^ und Gm^, die durch eine adjungirte Curve M^ auf F
ausgeschnitten werden, die eine Gruppe den Rest der andern Gruppe

und zwei Gruppen (r^, und Gn, corresidual (oder äquivalent) in

Bezug auf eine dritte Gruppe Gm^, wenn für jede derselben Gm.^ ein

Rest ist, oder wenn sie von zwei adjungirten Curven ausgeschnitten

werden können, deren übrige Schnittpunkte mit F ausser den Doppel-

punkten sämmtlich in die Punkte G^^ fallen, so lässt sich der Rest-

satz auch so aussprechen:

(b) Sind auf einer Curve F die Punktgruppen Gm, und Gn,

corresidual in Bezug auf eine dritte Gruppe (r„,^, so sind

sie auch corresidual in Bezug auf jede andere Gruppe G„^,

welche ein Rest ist in Bezug auf eine der Gruppen Gm, und

Gn,, also etwa auf Gm,.

Oder: die Eigenschaft zweier Punktgruppen Gm, und

G„^, corresidual zu sein, ist von einem speciellen Rest (r,„,

ganz unabhängig.

Der Restsatz lässt sich verallgemeinern, indem man durch die-

selben Punkte 6rmj au Stelle der einzelnen Curve Jf^ eine Schaar von

linear unabhängigen, adjungirten Curven Mi von demselben Grade [i^

gehen lässt. Für solche Schaaren gilt der Satz:

Wenn durch eine Gruppe G„,^ eine Schaar von ^2 + 1

linear unabhängigen, adjungirten Curven M^ von demselben

Grade (i^ geht, so geht durch jede corresiduale Gruppe G„^

ebenfalls eine Schaar von ^2 + 1 linear unabhängigen, ad-

jungirten Curven Jfg von demselben Grade /ig-

Beweis. Unter Voraussetzung der Identität (1) sei M^ eine

Schaar von q^ ~\~ ^ linear unabhängigen, adjungirten Curven, die alle

1) Der Restsatz wurde zuerst von Sylvester für Curven 3. Ordnung aus-

gesprochen (Salmon-Fiedler, Höhere Curven 2. A. S. 164). Historisch ist der

Satz aus dem Abel 'sehen Theorem hervorgegangen.
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durch dieselben Punkte Gm^ gehen und auf F= ein System von

beweglichen Punkten Gm, ausschneiden. Ferner sei

JVi eine feste Curve durch die Punktgruppe G„,^ und eine zweite

Gruppe G„^ und

N2 eine feste Curve durch die Punktgruppe Gn, und eine dritte

Gruppe G„^.

Dann muss M^ eine Schaar von linear unabhängigen, adjungirten

Curven darstellen, die alle durch die festen Punkte Gn^ gehen und

auf JP= das nämliche System von beweglichen Punkten Gm, aus-

schneiden, das früher durch die Schaar M^ bestimmt wurde. Daher

muss die Schaar M^ ebensoviel lineare, willkürliche Parameter ent-

halten wie Ml d. h. sie muss ^2 + 1 linear unabhängige Curven

enthalten, (q. e. d.)

Eine Schaar von Gruppen zu je m^ Punkten, die durch eine

Schaar von g^ + 1 linear unabhängige, adjungirte Curven M^

ausgeschnitten wird, soll eine q^-iach. unendliche Schaar von

Gruppen zu je m^ Punkten heissen und durch
gl^^

bezeichnet

werden; eine einzelne Gruppe der Schaar durch Gl]^.

Da jede Gruppe Gl\ durch q^ willkürlich wählbare Punkte ein-

deutig festgelegt ist, so hat man nach (III) § 9 den Satz:

(c) Zwischen den Zahlen m^ und q^ einer durch Curven M^

vom Grade (i^ ausgeschnittenen Schaar g^ besteht die

Relation

wenn jt^i > w — 3: q^^i^i — P

„ fii = w — 3: ^2 ^ mi — p + 1.

Es ist nun von Wichtigkeit, dass der Satz (c) für den aus-

gezeichneten Fall fii
= « — 3 sich umkehren lässt in folgen-

der Weise^):

(d) Eine g'2-fach unendliche Schaar g^^ von Gruppen zu je %
Punkten kann immer dann durch eine Schaar adjungirter

Curven Cn—z von dem besonderen Grade n— 3 ausgeschnitten

werden, wenn

(2) q^^m^—p-^rl.

Dabei können unter den m^ Punkten jeder Gruppe (t,% sich auch

solche befinden, die für alle Gruppen dieselben sind.

1) Die folgende Betrachtung hat für Curven i^ = vom Geschlecht ^ =
und ^ = 1 keine Bedeutung, weil für die ersteren überhaupt keine und für die

letzteren keine Schaaren von adjungirten Curven n — 3*«" Grades existiren.
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Beweis. Man denke sich eine Schaar g'j^^ , die durch Curven

von höherem als dem n — 3*^^^ Grade ausgeschnitten werden; es ist

zu zeigen, dass dieselbe Schaar
gf^

durch eine Schaar von adjungirten

Curven des n — 3*^^^ Grades ausgeschnitten wird, wenn zwischen m^ und

q^ die Bedingung (2) besteht.

Zunächst ist klar, dass der Satz richtig ist für q^ = 0, also

ni^^ p — 1. Denn durch eine vollständig bestimmte, einzelne Gruppe
von p — 1 oder weniger Punkten kann immer eine adjungirte Curve

n— 3'®" Grades gelegt werden (nach I § 9). Es ist daher nur zu

zeigen, dass der Satz (d) gilt für jede Schaar
g'j^^ , sobald er für die

Schaaren g^^^z}i gilt» immer die Relation (2) vorausgesetzt. Hierzu

bemerke man vorerst, dass, wenn die Schaar ;^''^\ durch ein System

von Curven n — 3**° Grades ausgeschnitten wird, die Schaar g^^ durch

ein System von Curven n — 2**" Grades C„_2 ausgeschnitten werden

kann. Denn man nehme irgend eine Gruppe F^, der letzten Schaar,

lege durch einen beweglichen Punkt a derselben eine Gerade Ä und

durch die übrigen m^ — 1 Punkte, die eine Gruppe Fm^i bilden,

eine adjungirte Curve n — S*^'' Grades C'„-s. Der Rest R der Gruppe
r„,^, welcher aus den weiteren 2p — 2 — (w^ — 1) Schnittpunkten

von C^_3 und den übrigen n — 1 Schnittpunkten der Geraden Ä
besteht, ist zugleich Rest für jede Gruppe der Schaar

g^^^ , weil er

dies für eine derselben ist (Satz (b)). Die Schaar g^^^ wird somit in

der That durch eine Schaar von adjungirten Curven n — 2**"^ Grades

Cn—2 ausgeschnitten, die durch den Rest R gehen und die zudem alle

in die Gerade Ä und eine Curve n — 3*"" Grades Cn-s zerfallen (weil

n — l Punkte einer Curve n — 2*®"^ Grades nicht auf einer Geraden

liegen können, ohne dass Zerfallen eintritt). Demnach besteht die

Schaar ^^^ aus dem festen Punkt a und den durch diese 0^_3 aus-

geschnittenen, beweglichen Punkten. Nun sollte a ein beweglicher

Punkt sein. Dieser Widerspruch erklärt sich nur so, dass in Wirk-
lichkeit « ausser auf der Geraden Ä auch auf der obigen Curve C„_3
gelegen ist (als unwillkürliche Folge der Forderung, dass C'n-s durch

jene (w^ — 1) Punkte geht), dass also a sich doppelt unter den

Punkten der Schaar ^5» befindet und diese eigentlich als g'^^ ,, zu

rechnen wäre. Die gi^ übrigen Punkte müssen alle auf der beweg-

lichen C'n-s liegen, (q. e. d.)

An diesen Beweis des Satzes (d) schliesst sich eine Bemerkung.
Da es keine adjungirte Curve n — 3*^° Grades gibt, die in mehr als

2p — 2 Punkten die irreducible Curve 7^ = schneidet, so ist die
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Zahl m^ in Satz (d) an die Ungleichung m^-^^p — 2 gehunden. Der

Beweis von (d) macht aber an keiner Stelle Gebrauch von dieser

Ungleichung; er gilt daher auch, wenn dieselbe nicht erfüllt ist.

Hieraus schliesst man rückwärts, dass Punktgruppen Gl\ von

mehr als 2p — 2 Punkten, für welche die Ungleichung (2)

gilt, nicht existiren.

Die letzte Bemerkung ist von Wichtigkeit. Aus ihr kann man

nämlich die Folgerung ziehen, dass die in (I) § 9 angegebenen Minimal-

werthe für die Zahl Je zugleich Maximalwerthe sind. Wir sprechen

diesen fundamentalen Satz^) besonders aus:

(II) Ist F(x, y) = eine irreducible Gleichung vom Grade n

und vom Geschlecht p, so ist die Zahl der linear unab-

hängigen, adjungirten Functionen M vom Grade fi stets

für (i>n — 3 gleich n^ — 2r — p + 1,

„ ^= M — 3 „ p.

Beweis. 1. Fall ^ > w — 3. Es ist zu zeigen (vgl. § 9), dass

eine etwaige Abhängigkeit in der Lage der r Doppelpunkte von F=0
nicht so beschaffen sein kann, dass die r Bedingungsgleichungen für

die Coefficienten einer adjungirten Curve linear von einander abhängig

sind. Angenommen, es seien von diesen Bedingungsgleichungen

s (^ 1) eine Folge der r — s übrigen. Dann hätte M nach (3) § 9

noch
Ä; + s == Wft — 2r — (p — s)

willkürliche, lineare, nicht homogene Coefficienten, d. h. in diesem

Falle wären p — s Schnittpunkte von M mit F abhängig von den

übrigen. Dann aber wäre die Schaar der nij^ = n^ — 2r = Jc -]r P

Schnittpunkte von M mit F eine q^ = ]c -{- s-fach unendliche Schaar.

Daher wäre

q^ = m^ — p + s,

d. h. es könnte nach (d) die Punktgruppe G^ durch eine Schaar von

adjungirten Curven n — 3*®"" Grades ausgeschnitten werden. Dies ist

aber unmöglich, weil m^ ^= n^i — 2r > 2p — 2 ist, wenn fi> n — 3.

Daher muss s = sein und es sind von den Schnittpunkten der

Curve M=0 genau p durch die übrigen bestimmt, oder es gibt,

wenn ft > w -- 3, genau nfi — 2r — p -\- 1 linear unabhängige, ad-

jungirte Curven M = 0. (q. e. d.)

1) Dieser Satz und speciell der Satz, dass die Zahl der linear unabhängigen,

adjungirten Curven n — S^er Ordnung, oder der linear unabhängigen Integrale

1. Gattung gleich p ist (Abschn. EI. § 3), wird von Riemann (Ges. W. p. 98) mit

Hilfe des Dirichlet'schen Princips bewiesen.
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2. Fall, fi == n — 3. Am Schluss des Beweises von Satz (d)

wurde bemerkt, dass Gruppen Gm^ von mehr als 2p — 2 Punkten, für

welche die Ungleichung q^ ^ m^ — i? + 1 gi^^j nicht existiren. Hier-

aus folgt die zu beweisende Behauptung. Gruppen Gm^, welche durch

adjungirte Curven n — 3*^"^ Grades ausgeschnitten werden, bilden nach

III § 9 mindestens eine Wj — p -{- 1-fach unendliche Schaar, also

Gruppen G2P—2 mindestens eine p — 1-fach unendliche Schaar

(eine oo^"^ Schaar). Es ist zu zeigen, dass sie zugleich höchstens

eine oop~^ Schaar bilden. Angenommen, sie bildeten eine oop Schaar,

so könnte man durch Hinzunähme eines willkürlichen, festen Punktes

ß von F eine Schaar gP _^ (in deren sämmtlichen Gruppen der Punkt

ß vorkäme) herstellen. Dies ist aber nach der obigen Bemerkung

nicht möglich. Somit gibt es auch keine Schaar gP
_^, wie an-

genommen war, noch weniger eine Schaar
.9f +^2 "• ^* ^- -^^ 8^^^

also nur eine oop~^ Schaar, d. h. nur p linear unabhängige, adjun-

girte Curven n — 3**° Grades, (q. e. d.)

Diese Betrachtung lehrt zugleich, dass eine etwaige Abhängig-

keit der Lage der Doppelpunkte von F eine lineare Abhängigkeit

der r Bedingungsgleichungen auch für die Coefficienten der adjun-

girten Curven n — 3'*'' Grades nicht hervorrufen kann.

§ 11. Der B,iemanQ-B.och.'sche Satz.

Nach (II) § 10 sind von den Schnittpunkten, die eine beliebige,

adjungirte Curve vom Grade /x > ?2 — 3 ausser den Doppelpunkten

mit F = gemein hat, stets die p letzten durch die übrigen ein-

deutig bestimmt. Daher folgt unmittelbar, wenn man eine adjun-

girte Curve vom Grade n — 3 eine ^-Curve nennt (vgl. §9 A.):

(I) Sind m^ (>p) Punkte hi {1=1, . ., wj auf F=0 derart

gewählt, dass sie nicht sämmtlich auf einer ^-Curve
liegen, und legt man durch sie eine adjungirte Curve Mq=
vom Grade jti (> w — 3), so hat der Rest von n^ — 2r — m^

Schnittpunkten ßx, die Mg = mit F=0 ausser den
Doppelpunkten noch besitzt, die Eigenschaft, dass durch
ihn noch »w^ — i' + 1 linear unabhängige, adjungirte Cur-

ven M=0 von demselben Grade ^ hindurchgehen.

Dieser Satz bezieht sich auf allgemeine, rationale Functionen. Es
besteht nun ein ganz ähnlicher Satz für den besonderen Fall, wo die

rationale Function der Quotient zweier 0- Functionen vom Grade
stahl, Abel'sche Functionen. 6
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fi = n — 3 ist. Um denselben herzuleiten, betrachten wir^) im An-

schluss an Satz (c) § 10 Schaaren von Punktgruppen g^^*~^ (g'2 > 1),

für die ^2 > *^i
— P ~\~ 1 oder

(1) ^2^%— JP+2,

die also stets durch adjungirte Curven n — 3**" Grades oder durch O-

Curven ausgeschnitten werden. Solche Punktgruppen heissen Special

-

gruppen; ihr specieller Charakter besteht darin, dass die einzelnen

Punkte einer jeden Gruppe der Schaar nicht beliebig sind, sondern

dass durch einige derselben die übrigen bestimmt sind. Die Schaaren

dieser Gruppen lassen sich zu je zweien einander zuordnen, derart,

dass jede aus der anderen eindeutig abgeleitet werden kann. Es gilt

nämlich folgender Satz:

(a) Ist ^^*""^ fe > 1) eine Schaar auf F, für welche

q^ == fn^ — p -{- 1 -{- qi (wo q^^ 1 und < p und mj >p ~ q^)

und legt man durch eine Gruppe Gm~ dieser Schaar eine

^-Curve, so ist der Rest von 2p — 2 — m^ == »Wg Punkten

wieder eine Gruppe Gm~ einer Schaar gm~ , für die g^

den aus obiger Gleichung sich ergebenden Werth

gi = W2 — i) + 1 + ^2 liat.

Zum Beweise bilde man aus der Schaar g^j^~^, indem man zu

jeder Gruppe derselben noch q^ — 1 festliegende, aber beliebig ge-

wählte (und zwar zu jeder Gruppe dieselben) Punkte von F=0
hinzufügt, eine neue Schaar o^*~:^ , , für welche die Anzahl der will-

kürlichen Parameter sich nicht vermehrt hat, wohl aber die Anzahl

der Punkte in den einzelnen Gruppen. Durch eine Gruppe Gm^q,— i

dieser Schaar lässt sich noch eine 0-Curve hindurchlegen, weil durch

die Voraussetzung q^ = m^ — p -\- 1 -]- qi die Bedingung (2) § 10

erfüllt ist. Da nun aber die Lage jener q^ — 1 festen Punkte be-

liebig ist, so muss sich durch die Gruppe (t^~ noch mindestens eine

oo?!—^ Schaar von 0- Curven legen lassen und die durch dieselben

ausgeschnittenen Gruppen Gm^ bilden mindestens eine cx»«'""^ Schaar,

d. h. es ist mindestens Q = qi
— 1-

Andrerseits kann q nicht > ^i
— 1 sein. Denn geht man um-

gekehrt von einer Gruppe 6rf„^ aus, so gelangt man durch die ent-

sprechende Betrachtung zu Gruppen Gm,, wo 6 mindestens = Wj

—

p

1) Vgl. Brill-Nöther, Math. Ann. Bd. VII S. 280 ff. (1873). Die dortigen

Zahlen Q, B, q, r sind in unserer Darstellung ersetzt durch m,, m^, q^— 1, g, — 1.
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-}- 1 + () sein muss. Dieselben müssen aber nach dem Restsatze

der Schaar gl*~^ angehören. Man hat daher 6 = q^ — 1 und folglich

auch p ==
g'i
— 1- (et- e- d.)

Die Gleichungen des Satzes (a) lassen sich in die folgende über-

sichtliche Gestalt bringen:

% + »Wg = 2p — 2, w«i + 2^1 = m^ + 2^2- (2)

Zu jedem Werthepaar %, gg einer Schaar 5'^^~S welches der Be-

dingung (1) genügt, lässt sich demnach nur ein Werthepaar »%, g,

der Schaar q^i—^ bestimmen.

Wir geben dem Satze (a) noch eine andere Form, die für spätere

Anwendungen besonders geeignet ist.

Da eine Schaar g9^~^ auf i^ = ausgeschnitten wird durch die

^2 linear unabhängigen - Curven, welche durch den Rest von

2p— 2 — m^==m2 Punkten gehen, und eine Schaar gl]~^ durch die g,

linear unabhängigen ^-Curven, die durch den Rest von Wj Punkten

gehen, so folgt aus (a):

(II) Haben m^ {> p — gj Punkte ht (1=1, . ., m,) der Curve

F=0 eine solche specielle Lage, dass durch sie gleich-

zeitig q^ (^ 1 und <.p) linear unabhängige ^-Curven hin-

durchgehen und legt man durch dieselben eine Curve 0^,

so hat der Rest von mg = 2p — 2 — % Punkten ßz die Eigen-

schaft, dass durch sie noch q^ = Mi — l^ + 2i + 1 linear

unabhängige ^-Curven hindurchgehen. (Riemann-Roch-

scher Satz.)

Die Sätze I und II sind durchaus ähnlich; sie bilden die Grund-

lage zur Lösung der Aufgabe, eine rationale Function aus oo Punkten

und Punkten herzustellen. Der Satz I wurde von Riemann ') mit Hilfe

des Dirichlet'schen Princips abgeleitet. Der Satz II wurde für ein-

zelne, specielle Fälle (m^ = P, P — '^f P — '^) von Riemami, allgemein

aber auf dem von Riemann eingeschlagenen Wege von Roch'') be-

wiesen. Wir geben diesen Roch'schen Beweis in § 13. In der Brill-

Nöther'schen Form (a) des Satzes II tritt jedoch erst die Reciprocität

der Schnittpunktsysteme deutlich hervor. Den Satz (II) erhält man

auch mittels der Methoden, durch die Riemann das Verschwinden der

Thetafunctionen untersucht hat. (S. § 28 Satz XIV.)

1) Riemann, Ges. W. S. 101, 111, 200 und 203.

2) Roch, Joum. für Math. Bd. 64. S. 372 ff.

6*
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Es bleiben noch einige, den Riemann-Roch'schen Satz (II) be-

treffende Fragen zu erledigen^). In demselben ist angenommen, dass

es Wj Punkte hi gebe, für die g, linear unabhängige 0-Functionen

verschwinden, ohne über m^ und q^ eine weitere Voraussetzung zu

machen, als w, + 5'i > P- ^s fragt sich, wie viele der m^ Punkte bi

hierbei willkürlich sind und wie sich die übrigen aus ihnen be-

stimmen.

Wemi man sich die Aufgabe stellt, m^ Punkte zu finden, für

die q^ linear unabhängige ^-Functionen verschwinden, so wird man,

da die allgemeine ^-Function noch p lineare, homogene Coefficienten

enthält, vorläufig p — q^ Punkte hi beliebig wählen. Die für dieselben

verschwindende ^-Function ist alsdann von der Form

^i^iH \- K<^g.,

wo die Aj beliebige Constanten sind und jede der
g'i

Functionen <P,

für die p — q^ gewählten Punkte hi verschwindet. Sollen alle diese

Functionen noch für die % — JP + 9'i
übrigen Punkte hi verschwin-

den, so hat man die Gleichungen ^j = 0, . ., 0q^ = für diese

»Wj — p -\- q^ Punkte zu bilden, was q^ (Wj — P -\- üi) Grleichungen

gibt und aus diesen Gleichungen die m^ — p -\- q^ Punkte hi zu

eliminiren (mit Hilfe der Gleichungen Fih^ = 0), was auf

iäi - 1) (Wi — 2? + qd

Bedingungen für die p — g^ ersten Punkte hi führt. Sollen also m^

Punkte hl die Eigenschaft haben, dass durch sie q^ linear unabhängige

0-Curven gehen, so sind von diesen Punkten noch

(3) p — q^ — {qi
— 1) (^1 —p -f g,) = m^ — q^ {m^ — p + gj

willkürlich. Diese Zahl kami aber nicht = gesetzt werden, weil es

alsdann nur eine endliche Zahl von m^ Punkten gäbe, für die g^ linear

unabhängige ^ - Functionen verschwinden. Nach Satz (11) existiren

aber solche Punkte auf i^=0 cx)9»~^-fach; es muss also die Zahl

(3) > gg — 1 oder y- m^ — p -\- q^ sein, wenn die obige Aufgabe

keinen Widerspruch enthalten soll. Man hat daher die Bedingung

Wj— gi(wj-i?+ gj— (mi—p-fg,)=Wi— (gi-f-l)(g2—l)=i)— gig^^O.

Die Lösbarkeit der gestellten Aufgabe ist daher an die Be-

dingungen geknüpft

(4) ^2 > 1; :P — Üi<l2 > 0,

wobei zwischen w^, m^, q^, q^ die Relationen (2) bestehen.

Die Bedingungen (4) und (2) dienen zu zwei Grenzbestimmuogen.

1) Brill u. Nöther, 1. c.
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Wir fragen erstens nach den absoluten Grenzwerthen der

Zahlen m,, m^, q^, q^.

Die Zahlen g, und q^ sind beliebig wählbar; nur ist gi>l, g2>l.

Ferner ist g, <i> und der zu einem gegebenen g, gehörige Maximal-

werth von gg ist nach (4) bestimmt durch go < — . Sind g, und q^

gewählt, so ist m, = p — Si + ^'2 ~ 1 5 ^^^ erhält also den Maximal-

oder Minimalwerth von %, indem man g, möglichst klein, q^ möglichst

gross wählt oder umgekehrt. Dies gibt die folgenden absoluten Grenz-

werthe:

min g, == 1 also max g^

min gg == 2 „ max g.

p und max m^ == 2p— 2, •

P • P \ 1 \
(5)

Wir fragen zweitens nach dem Minimalwerth von m^ bei

gegebenem q^.

Um diese Frage für die spätere Anwendung gleich so zu lösen,

dass w, eine ganze Zahl wird, setze man mit Rücksicht auf (4)

P = QiQ2 + -^, wo Tr<g2 (6)

und lasse g, von 1 an wachsen und x von bis gg — 1. Dann ist g,

von selber der zu p und einem gegebenen g^, gehörige Maximalwerth

;

die Gleichung m^= p — gi + g2 — 1 gibt den zugehörigen Minimal-

werth von m^ und (6) den zugehörigen Werth von x.

Wir geben hierzu folgende, insbesondere für ga = 2 und g2 = 3

später zu benutzende Tabelle.

?2
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suchungen für Functionen einer Variabein z. Benutzt man die

Erklärung der Residuen von Cauchy, nämlich:

Ist eine rationale Function B,{z) von der Ordnung m in den

m Punkten y^, . ., y« oo^ wie C^{z — 7i)~S • -, C^iz — ym)~S so

heissen die Coefficienten C^, . ., C« die Residuen der Function 'Riz)

in den m Punkten y^, . ., ym,

so gelten für die Bildung der Function 'R{z) die beiden, eng zu-

sammenhängenden Sätze:

Eine rationale Function H {z) von der Ordnung m ist durch

ihre m oo^ und m 0^ Punkte bis auf einen constanten Factor be-

stimmt; diese 2m Elemente sind unabhängig von einander.

Eine rationale Function B{z) von der Ordnung m ist durch

ihre m oo^ Punkte und die m zugehörigen Residuen bis auf eine

additive Constante bestimmt; auch diese 2m Elemente sind unab-

hängig von einander.

Eine entsprechende Untersuchung für zwei Variabein {x, y), die

durch die Gleichung F(x, y) = verbunden sind, führt nun zur

Lösung der beiden Aufgaben, eine rationale Function von (x, y) zu

bilden, wenn entweder ihre cx)^ und 0^ Punkte oder ihre oo^ Punkte

und deren Residuen gegeben sind. Es zeigt sich aber dabei, dass

jedesmal nur ein Theil dieser Elemente willkürlich wählbar ist und

es handelt sich daher weiter um eine Untersuchung der A-bhängigkeit

dieser Elemente von einander.

Wir bezeichnen hier und häufig im Folgenden einen bestimmten

Punkt der Curve F(x, y) = nicht durch seine Coordinaten, sondern

durch einen einzigen Buchstaben a oder b.

Die erste der beiden Aufgaben lautet:

(A) Eine rationale Function l{{x, y) von der Ordnung m aus

den Coordinaten von m oo^ Punkten hi und von w 0^ Punk-

ten ai{l==l, . ., m) zu bilden und die Bedingungsgleichun-

gen zwischen diesen 2m Punkten aufzustellen.

Wir nehmen der Einfachheit halber an, R sei in den Punkten

tti und hl bez. und oo von der ersten Ordnung und die Punkte ai

und hl seien einfache Punkte mit endlichen Coordinaten. Für andere

Annahmen ist die Betrachtung ganz ähnlich. Setzt man weiter vor-

aus, die Function R habe für die beiden Zweige eines jeden Doppel-

punktes von F=0 verschiedene Werthe, so ist R der Quotient

zweier adjungirter Functionen von demselben Grade (i. Nach

§ 11 sind zwei Fälle zu unterscheiden.
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1. Fall. Der Satz I § 11 lässt sich so aussprechen:

(I) Wenn die m oo^ Punkte hi einer rationalen Function R
von der Ordnung m derart unabhängig sind, dass sie nicht

auf einer ^-Curve liegen, so muss m>^ sein und es ist R
der Quotient zweier adjungirter Functionen vom Grade

^ > M —- 3. Dabei sind die m <x^ Punkte hi und m — jp der 0^

Punkte tti vrillkürlich, die p letzten Punkte ai aber durch

die übrigen Punkte ai und die Punkte hi eindeutig be-

stimmt.

Hieraus folgt:

(la) Die rationale Function R{x, y) von der Ordnung m ent-

hält im Ganzen 2w-j-l Elemente, nämlich die m oo' Punkte

hl, die m 0^ Punkte ai und einen constanten Factor;

zwischen den 2m ersten Elementen bestehen^ Bedingungs-

gleichungen.

(Ib) Von den rationalen Functionen der Ordnung m mit

denselben m willkürlichen oo^ Punkten hi sind nur m—p-\-\

linear unabhängig oder zwischen m — p -\- 2 solchen

Functionen besteht mindestens eine lineare, homogene
Gleichung.

(Ic) Die Zahl p -\- 1 gibt die niederste Ordnung an, die eine

rationale Function Ii{x, y) haben kann, wenn ihre cx)^

Punkte hl auf F{x, y) = sämmtlich beliebig sind.

Man kann diesen letzten Satz auch unmittelbar zur Definition des

Geschlechtes p verwenden^).

Die Bildung der Function jR im 1. Falle und der p Gleichungen

zwischen den Punkten ai und hi ist hiernach folgende:

Der Nenner Mq von JR ist so zu bestimmen, dass er ver-

schwindet

in den r Doppelpunkten d^, . ., dr von -F= und

in den m willkürlichen Punkten b^, . ., hm-

Nach dieser Bestimmung hat Mq noch Wfi — 2r — m = i — m 0^

Punkte /3;i (A = 1, . ., e— m), von welchen nach (I § 11) die i — m— p
ersten beliebig sind, während die p letzten durch sie und die Punkte

hl eindeutig bestimmt sind. Hieraus folgt, dass i — m^p oder

Wft — 2r > w -{- {n— 1 ) (w — 2) — r (1)

1) Weierstrass, in Vorlesungen von 1869 an.
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sein muss, eine Ungleichung, die bei gegebenem m eine untere Grenze

für ^ liefert.

Für den niedersten Wertb w = p -f- 1 z. B., den m bei willkür-

lich gegebenen oo^ Punkten hi annehmen kann, folgt aus (1) fi>n — 2.

Der Zähler M von R ist nunmehr so zu bestimmen, dass er

verschwindet

in den r Doppelpunkten dj, . ., dr von F == und

in den i — m Hilfspunkten ßx, in denen Mq = war.

Nach dieser Bestimmung hat nach Satz (I) M noch m — JJ + 1

homogene, lineare Coefficienteu, ist also von der Form
m—p

(2) M='^hMu,

wo Mq, M^, . ., Mm—p bestimmte, adjungirte Functionen vom Grade ft

sind, welche sämmtlich in den Hilfspunkten ßi verschwinden, in welchen

daher die Coefficienten der Potenzen von x und y von den Punkten ßx,

also auch von den Punkten hi abhängen. Die Coefficienten Ih in (2)

sind nun bis auf einen derselben (etwa Aq) schon eindeutig durch die

m—p ersten, willkürlich wählbaren Punkte üi bestimmt. Nach dieser

Bestimmung sind die Coefficienten der Potenzen von x und ?/ in M
abhängig von den m Punkten hi und den m — p ersten Punkten ai.

Drückt man aus, dass die p letzten Punkte ai ebenfalls 0^ Punkte von

R sein sollen, so erhält man die p Gleichungen

(3) M=0, gebildet für die Punkte am—pj^\, . ., a«,

welche die in (I) oder (la) erwähnten p Bedingungsgleichun-

gen zwischen den 2m 0^ und oo^ Punkten ai und hi von R dar-

stellen. In diese p Gleichungen (3) gehen allerdings noch die (zum

Theil willkürlichen) Hilfspunkte ßx ein. Nach (1) § 10 sind aber die

p letzten Punkte ai ganz unabhängig von diesen Hilfspunkten oder

stets dieselben, wie auch die Hilfspunkte beschaffen seien. Dieser

Unabhängigkeit entsprechend lassen sich auch die p Bedingungs-

gleichungen (3) zwischen den Punkten ai und hi auf eine (allerdings

transcendente) Form bringen, welche nur diese Punkte und keine der

Aufgabe (A) fremden Elemente enthält. (Vgl. Satz I und IV § 20.)

2. Fall. Der Satz II § 11 lässt sich so aussprechen:

(II) Wenn durch die m oo^ Punkte h^, . ., &,„ einer rationalen

Function R der m*®"* Ordnung q (^ 1) linear unabhängige
O-Curven gehen, so muss m'> p — q sein und es lässt sich

R als Quotient zweier ^-Functionen vom Grade fi==n — 3
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darstellen. Dabei sind die m oo^ Punkte hi und m — p -\-

d

der Punkte a< willkürlich, die p— q letzten Punkte «j aber

durcb die übrigen Punkte ai und die Punkte di eindeutig

bestimmt. Es bestehen daher zwischen den m c» Punkten

bi und den m Punkten Oi p — q Gleichungen.

Die Bildung der Function R und dieser p — q Gleichungen ist

folgende.

Der Nenner O^ von B ist vom n — 3*®"^ Grade und so zu be-

stimmen, dass er verschwindet in den r Doppelpunkten dj, . ., d^ von

F=0 und in den m willkürlichen Punkten h^, . ., b^. Nach dieser

Bestimmung setzt sich Oq aus q linear unabhängigen, adjungirten

Functionen n — 3*®° Grades q)^, . ., cpq, die für die sämmtlichen m
cx)^ Punkte bi verschwinden, linear zusammen in der Form

^ü = ^l9'lH b^qfpq- (4)

Man wähle die Coefficienten x^, , ., Xq irgendwie; damit sind die

2p — 2 — m übrigen 0^ Punkte ßx, die 0q ausser den Doppelpunkten

und den Punkten bi besitzt, als Functionen der m Punkte bi be-

stimmt.

Der Zähler C& von R ist ebenfalls von n — 3*^° Grade und so

zu bestimmen, dass er verschwindet in den r Doppelpunkten d, von

F und in den 2p — 2 — m Hilfspunkten ßx, in denen O^ = war.

Nach dieser Bestimmung hat nach (II), da von den m 0^ Punkten

üi von jR noch m — p -\- q willkürlich wählbar sind, die Form

O = X,0,-i- X,0,-\ \- X,0, {x = m-p-\-q), (5)

wo 0Q, ^i,.., ^y. bestimmte ^-Functionen sind, welche sämmtlich in

den Hilfspunkten ßx verschwinden, in welchen daher die Coefficienten

der Potenzen von x und y von den Punkten ßi, also auch von den

Punkten bi abhängen. Die Coefficienten X^, X^, . ., X^ in (5) be-

stimmen sich nun bis auf einen derselben (etwa X^ eindeutig durch

die m — p -\- q ersten 0^ Punkte ai von R. Die Coefficienten der

Potenzen von x und y m. O sind nach dieser Bestimmung abhängig

von den m Punkten bi und den m — P -{ q ersten Punkten «;. Drückt

mau aus, dass die p — q letzten Punkte ai ebenfalls 0^ Punkte von R
sein sollen, so erhält man die ^ — q Gleichungen

O == 0, gebildet für die Punkte am—p-{-q-\-\, ., ««, (6)

welche die in (II) erwähnten p — q Bedingungsgleichungen
zwischen den 2m Punkten üi und bi darstellen. In diese p — q

Gleichungen (6) gehen allerdings noch die (zum Theil willkürlichen)

Hilfspunkte ßi ein. Nach (I) § 10 sind aber die j9 — q letzten Punkte
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tti stets dieselben, wie auch die Hilfspunkte beschaffen seien. Dem-

entsprechend lassen sich auch die p — c[ Bedingungsgleichungen (6)

zwischen den 2m Punkten üi und hi auf eine (allerdings transcendente)

Form bringen, welche nur diese Punkte und keine der Aufgabe (A)

fremden Elemente enthält. (Vgl. Satz I und IV § 20.)

Für die durch Quotienten von ^-Functionen darstellbaren, ratio-

nalen Functionen hat die Ordnungszahl m nach (5) § 11 die obere

Grenze 2p — 2 und die untere Grenze ^ + 1- Die letztere Zahl

gibt überhaupt die niederste Ordnung an, die eine rationale Function

Rix, y) bei allgemeiner Beschaffenheit von F{x, y) =0 haben kann^).

Wenn m noch unter diese Zahl herabsinkt, so muss F{x, y) ==

einen speciellen Charakter haben. Kann z. B. m auf 2 herabsinken,

so ist die Gleichung F(x, y) = vom Geschlecht p von sehr spe-

cieller Art; sie führt auf die hyperelliptischen Functionen und

Integrale.

Für spätere Untersuchungen (§ 23) ist es wichtig, Quotienten

von 0-Functionen zu bilden, die von möglichst niederer Ordnung

sind, aber im Zähler noch eine Anzahl von willkürlichen, linearen,

homogenen Coefficienten enthalten. Für diesen Fall hat man nach

den Betrachtungen am Schlüsse von § 11 den Satz:

(III) Soll ein Quotient von zwei ^-Functionen bestimmt
werden, der in einer möglichst geringen Zahl m^ von

Punkten hi oo wird und im Zähler noch eine gegebene

(zwischen gewissen in § 11 angegebenen Grenzen liegende)

Zahl ^2 "^on linearen, homogenen Coefficienten enthält,

so setze man p in die Form p = q^q^ + t (wo r < q^, wo-

durch eine gewisse Zahl q^ bestimmt wird. Dann ist

my=p — ?! + g'2 — 1 der Minimalwerth für die Ordnung
der Function.

So ist z. B. nach der Tabelle (7) § 11 für ^"2 = 2 der gesuchte

Quotient von der Form {}.q% + ^^^i) ' ^0 ^^d min my==p — q^-j- 1,

wo g, sich bestimmt aus p = 2^1 oder p = 2gi -f- 1; für q^ = ^ ist

der Quotient (A^ O^ + Aj 0^ + Ag $2) '• ^0 ^^^^ min ;% = P —~
2i -{- '^,

wo ^1 sich bestimmt aus p= 2qi oder p= ^qi-\-^ oder p = Sqi -\- 2.

Die zweite der oben gestellten Aufgaben lautet:

(B) Eine rationale Function R{x, y) von der Ordnu\ig w aus

den m 00^ Punkten &j und den m zugehörigen Residuen

1) Vgl. auch § 13.
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Bi (1=1, . ., m) zu bilden und die Bedingungsgleichungen
zwischen diesen 2m Elementen aufzustellen.

Wir nehmen wieder der Einfachheit halber an, B sei in den

Punkten hc oo von der ersten Ordnung und die Punkte hi seien ein-

fache Punkte von F == mit endlichen Coordinaten.

Dabei ist die Erklärung der Residuen nach Cauchy die folgende:

Ist eine rationale Function R(x, y) von der Ordnung m in den

m Punkten

(P\, Vb^, •-, Q>m, VbJ oc^ wie B^ (x — \)-\ . ., Bm (x — hm)-\

so heissen die Coefficienten J5i, . ., Bm die Residuen der Function

R(x, y) in den m Punkten h^, . ., bm-

Die Lösung der Aufgabe (B) führt, wie sich zeigen wird, auf den

dem Satz (la) analogen Satz^):

(IV) Eine rationale Function von der Ordnung m enthält

im Ganzen 2m -\- 1 Elemente, nämlich die m oo^ Punkte hi,

die m zugehörigen Residuen Bi und eine additive Con-
stante; zwischen den 2m ersten Elementen bestehen p
Bedingungsgleichungen.

Nach der Lösung der Aufgabe A (1. Fall) kann man stets eine

rationale Function herstellen, die in ^ + 1 willkürlich gewählten

Punkten oo^ wird. Man bilde nun zur Lösung von Aufgabe (B) m
solcher Functionen M^ '. N^, . . , Mm • Nm derart , dass alle diese

Functionen in denselben ^) willkürlich gewählten Hilfspunkten

If (i = 1, ', p) oo^ werden, und dass ausserdem 311 : JVj in dem
Punkte bi cx>^ wird. Aus ihnen setze man linear und mit unbestimm-

ten Coefficienten die rationale Function

-ß = C'i^ + • • 4- C« ^- + Q (7)

zusammen, die oo^ wird in den tn Punkten bi und den p Punkten |,.

Damit diese Function R den Bedingungen der Aufgabe (B) genügt,

sind die Constanten Ci so zu bestimmen,

dass die Function (7) in x = bi <x wird, wie Bi {x — bi)~^ und

dass sie in den p Hilfspunkten 1,- endlich bleibt.

Setzt man zur Abkürzung

^i ^"y
^

'Nlix) F'y - N;{y)F'x ^'

und bezeichnet das Resultat der Substitution der Coordinaten des

1) In anderer Herleitung Riemann, Ges. W. S. 101,
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Punktes hk in diesen Ausdruck mit {Si)b^, so verhält sich die Func-

tion (7)

in X = hi wie Ci{Si)b^ {x — l^-^.

Daher bestimmen sich die Constanten 6'< in (7) durch die Resi-

duen Bi und die oo Punkte hi mittels der Gleichungen

(8) a = 5,:(Ä0v

Ferner verhält sich die Function (7)

in x = li wie (a? — |,)~ ^ '^ ^^ (%,: •

i

Trägt man den Werth von Ci ein und drückt aus, dass in der Ent-

wicklung von (7) in der Umgebung des Punktes |j der Coefficient

von {x — ^i)~^ verschwindet, so erhält man die Gleichungen

m

(9) ^B,{S^^r.{S^\^0 (i=l, ..,;,).

1=1

Dies sind in der That p Bedingungsgleichungen zwischen
den m oo^ Punkten hi und den m zugehörigen Residuen J?<

der Function R. Aus ihnen bestimmen sich im Allgemeinen^), wenn
m^ p und wenn die m — p ersten Werthe Bi und die oo^ Punkte hi

gegeben sind, die p letzten Residuen Bi eindeutig, d. h. unabhängig

von den p Hilfspunkten |,-, wie man aus den Sätzen des § 10 leicht

beweist. Dementsprechend lassen sich auch hier die p Bedingungs-

gleichungen zwischen den 2ni Elementen hi und Bi auf eine (rein

algebraische und sehr einfache) Form bringen, welche nur diese

Elemente enthält.

Wir geben diese Gleichungen und ihre Discussion im nächsten §.

§ 13. Bedingungsgleiehungen zwischen den Elementen einer

rationalen runetion.

Es bleibt noch übrig die p Bedingungsgleiehungen zwischen den

m (x> Punkten hi und den zugehörigen Residuen Bi einer rationalen

Function B{x, y) von der Ordnung m aufzustellen und zwar in einer

von fremden Elementen freien Form''^). Um dies durchzuführen, be-

darf es einer Voruntersuchung über gewisse rationale Functionen von

{x, y), die lediglich von F(x, y) = abhängen (Satz I), und eines

Satzes (II), der sich auf diese Functionen bezieht,

1) Vgl. § 13.

2) In anderer Form Riemann, Ges. W. S. 100 und 101.
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Ist O eine allgemeine, adjungirte Function des n — 3**" Grades

von jP=0, so zeigt die Function

^•F'y (1)

auf der Curve F = oder in der Verzweigungsfläclie T folgendes

Verhalten:

(a) Sie wird =0^ in jedem der n Punkte (x = oc, i/ = oo).

Denn in einem solchen Punkt ist F'y = c»"~^ und = oo"-^

(/3) Sie wird = cx)' in jedem der C3 = 2n -\- 2p — 2 einfachen

Verzweigungspunkte.

Denn in einem solchen Punkte ist F'y = 0\ während O endlich und

von verschieden ist.

(y) Sie wird in keinem weiteren Punkte oo.

Denn in einem Doppelpunkt ist zwar für jeden der beiden Zweige

F' (y) = 0\ ebenso aber auch O = 0^, der Quotient (1) bleibt endlich.

Eine rationale Function von (x, y\ welche die drei Eigen-

schaften (a, ß, y) besitzt, heisst ein Integrand 1. Gattung^); es ist

leicht zu sehen, dass die Function (1) der allgemeinste Integrand

1. Gattung ist.

Ist nämlich S eine rationale Function mit den Eigenschaften

{a,ß,'y), so zeigt die Function S • F'y in T folgendes Verhalten: sie ist

__ oo"~3 in jedem der n Punkte (x = oo, y = oo); sie ist == 0^ in

einem Doppelpunkt für jeden der beiden Zweige desselben; sie ist

ferner = 0^ in den unbestimmt gelassenen , im Endlichen auf F=
oder in T gelegenen Nullpunkten von S und sie ist endlich und von

verschieden in allen übrigen Punkten insbesondere in den Verzwei-

gungspunkten. Die Ordnung der Function ist gleich der Zahl ihrer

oo^ Punkte, also gleich n {n — 3). Da die Function S • F'y nur oo

wird in den Punkten (a; = oo, y = oo) und da sie in jedem Doppel-

punkte für jeden der beiden Zweige denselben Wertli (0^) annimmt,

so ist sie nach Satz (I) § 8 eine rationale, ganze Function in {x, y)

vom Grade n — 3; und da sie gleichzeitig F=Q adjungirt ist, so

ist sie eine 0- Function. Die allgemeinste rationale Function S, die den

Bedingungen (a, ß, y) genügt, ist also in der That von der Form (1).

Da p linear unabhängige ^-Functionen O^, . ., ^j, existiren

(Satz 11 § 10), so gibt es auch p linear unabhängige Integranden

1. Gattung, nämlich

—L. ^JL. . (9\

__ F'y' ' F'y ^^-^

1 Riemann, Ges. W. S. 110.
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Daher der Satz:

(I) Der allgemeinste Integrand 1. Gattung ist von der

Form (1), d.h.. Quotient einer allgemeinen ^-Function

durch F'y. Die Zahl der linear unabhängigen Integran-

den 1. Gattung ist = p, d. h. gleich dem Geschlecht der

Gleichung F{x, y) = 0.

Sei nun ferner

(3) P(^, y)

eine beliebige, ganze oder gebrochene, rationale Function der Ord-

nung fi. Setzt man P{x, y) = Q und betrachtet x als die unab-

hängige Variable, so ist mit Rücksicht auf F{x, y) ==

fA\ ^ _ P'{^)äx-{- P'ydy ^ F^ y P'x — F'x P'y
^^^ dx dx F'y

Daher ist auch ^- und ebenso 3— eine rationale Function von
dx dQ

(x, y) oder eine irrationale Function von x. Bildet man mit Hilfe

des allgemeinen Integranden 1. Gattung (1) die Function

,-, ^ dxW F'y ^'

so ist auch diese eine rationale Function von {x, y) oder eine irra-

tionale Function von x. Man denke sich nun durch die Gleichungen

P(x^ y) = Q und F(x, y) = statt x die Grösse q als unabhängige

Variable eingeführt, betrachte also (5) als irrationale Function von q.

Zu einem bestimmten Werthe q von F(x, y) gehören nach Vor-

aussetzung ft Punkte in T, die bezeichnet seien mit {xi, yi) (1=1, .
., ^).

Dieselben ändern bei stetiger Werthänderung von q ebenfalls stetig

ihre Lage in T, oder die Coordinaten (xi, yi) der (i Punkte sind

stetige Functionen des Werthes q. Bildet man nun die rationale

Function (5) von {x, y) für die fi Punkte {xi, yi) und bezeichnet die

Summe dieser ft Werthe durch

(^) 2j[F'v£i

so ist dieser Ausdruck ebenfalls eine Function von q. Um den

Charakter dieser Function festzustellen, denke man sich eine beson-

dere Ebene als Ort der complexen Variabein q. Beschreibt q in der-

selben eine geschlossene Curve C — die nicht durch einen solchen

Punkt Q führt, dass von den ft entsprechenden Punkten {xi, yi) eine

in einen Verzweigungspunkt oder Doppelpunkt von T fällt — so be-
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schreiben die ft zugehörigen Punkte (xi, yi) in T ^ getrennte Wege
Cj, . ., Cfi, die wieder nach den fi Punkten (xi, yi) zurücklaufen, jedoch

im Allgemeinen so, dass die Endpunkte eine Permutation der An-

fangspunkte sind. Daher ist der Endwerth von (6) gleich dem An-

fangswerth, da (6) eine symmetrische Function der (i Punkte (xi, yi)

ist. Hieraus folgt, dass (6) eine einwerthige Function von q ist.

Wenn sich nun zeigt, dass (6) nur für eine endliche Zahl von

Werthen q oo wird und für jeden dieser Werthe nur in endlicher

Ordnung cx> wird, so muss (6) eine rationale Function von q sein,

und wenn sich weiter zeigt, dass (6) für keinen Werth von q cx)

wird, so muss (6) eine Constante sein, d. h. ganz unabhängig von

dem Werthe von q, dem das Punktsystem {xi, yi) in (6) entspricht.

Diese Constante ist bestimmt, sobald man den Werth von (6) für

einen Werth von q kennt. Untersuchen wir also den Ausdruck (6)

für alle Werthe von q, für die er möglicherweise oo werden kann.

1) Nimmt q einen solchen Werth an, dass einer der ^ Punkte

(xi, yi) in einen Doppelpunkt von T fällt, so bleibt das ent-

sprechende Glied in (6) endlich.

Denn in einem Doppelpunkt ist für jeden der beiden Zweige

F'x = 0, F'y = 0; es ist aber : F'y und ebenso nach (4)

-j- endlich und von verschieden.

2) Nimmt q einen solchen Werth an, dass einer der fi Punkte

{xi, yt) in einen Verzweigungspunkt von T fällt, so bleibt

wieder das entsprechende Glied in (6) endlich.

Denn in einem Verzweigungspunkt ist F'y = 0^, also

: F'y = oo^; zugleich aber ist nach (4) y- = 0'; das Product

ist endlich und von verschieden.

3) Nimmt g einen solchen Werth an, dass einer der ^ Punkte

(xi, yi) in einen der n Punkte (j? = oo, y = oo) fällt, so ist das

entsprechende Glied in (6), also auch (6) selber, endlich (oder 0).

Denn ist q in dem betreffenden Punkte (a; = oo, y = oo)

endlich, so gelten die Entwickluugen

Q = A-\- A^x-"- -f • .; ^ = — ^iaj-2 -}- . .,

also ist y- = oo^, während O : F'y = 0^ wird, so dass in dem

betreffenden Punkte das entsprechende Glied von (6) endlich

bleibt.

Ist aber q in dem betreffenden Punkte (ic == oo, y = oo)

selber oo, etwa in ^*'^'' Ordnung, so gelten die Entwicklungen
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daher ist -r- = 0'~^, während 0:F'y = O^ wird, so dass in

dem betreffenden Punkte das entsprechende Glied von (6)
=0''+^

wird.

4) Wird schliesslich (> = oo in einem Punkte {x, y) = (h, t/b) mit

endlichen Coordinaten, so wird jedes Glied in (6) = 0^ also (6)

selber = 0^

Denn in einem solchen Punkt ist

Q proportional mit {x — &)""S ^ mit (x — h)~^,

also wird -5- = 0^, während O : F'y endlich bleibt.
dq ' ^

Hiernach wird die Summe (6) nirgends cx); sie ist folglich eine

Constante und diese Constante ist 0, weil für den Werth q = 00

der Ausdruck (6) = ist, wie in 4) gezeigt wurde.

Führt man in (6) die Werthe {xi, yi) in das Innere der Klammer

ein und lässt den allen Gliedern im Nenner gemeinsamen Factor dQ

weg, so hat man die Gleichung

Ein Ausdruck der Form 0(x,y)dx : F'y heisst ein Abel'sches

Differential 1. Gattung; dasselbe hängt nur von F(x, t/) == ab.

Die Gleichung (7) enthält das sogenannte Abel'sche Theorem für

Differentiale 1. Gattung^), nämlich:

(II) Für jedes Differential 1. Gattung ist die Summe der

Differentiale, gebildet mit den Punkten (xi, yi) (Z= l,.., ft),

in welchen eine ganze oder gebrochene, rationale Func-

tion P{x, y) von der Ordnung ^ denselben Werth an-

nimmt, gleich 0.

Dieser Satz ist ein specieller Fall des Abel'schen Theorems für

das allgemeine Abel'sche Differential, das sich in derselben Weise

wie oben die Gleichung (7) ableiten lässt. (Vgl. § 19 Satz VI.)

Da es p linear unabhängige ^-Functionen gibt, die durch 0^, .., Op

bezeichnet sein mögen, so zerfällt auch die Gleichung (7) in p
Gleichungen, nämlich

(8) ^ F'^y^
axi — yj,..,^ j,,^y^

axi — Kj.

i

1) Riemann, Ges. W. S. 116.
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Dies giebt den Satz:

(III) Wenn eine rationale Function P{x, y) von der Ord-
nung ft denselben Werth q annimmt in den ^ Punkten
{xi, iji), so bestellen zwischen diesen ^ Punkten und den
^ Differentialen dxi (die eine gewisse Fortschrittsrich-
tung der Punkte {xi, yi) in der Fläche T angeben) stets

p Relationen der Form (8), unabhängig von dem jedes-
maligen Werth von q.

Wir wenden diesen Satz auf die im vorigen § betrachtete Func-
tion Ii{x, y) von der Ordnung m an, für welche die m oo^ Punkte
durch li und die zugehörigen m Residuen durch B,, bezeichnet wur-
den; wir führen aber zugleich statt B, eine rationale Function r von
derselben Ordnung m ein mittels der Substitution

«=—:• (9)

Dann sind \, . ., h^ diejenigen m Punkte, in welchen die ratio-

nale Function r den Werth b annimmt. Daher gelten die p Gleichungen

(8), wenn man in denselben ^ durch m und x^, . ., Xu durch \, . ., &,„

ersetzt, wobei wir unter hi zugleich die ic- Ordinate des Punktes hi

verstehen. Nun ist das zu &/ gehörige Residuum Bi von B nach (9)

Bi ^.\{mB-{x- k) = {h-a)- lim ^^'= (h-a) {—)

= (^-«)'^
(10)

Setzt man daher für dxi in (8) den Werth dbi = r-^— und unter
h

dbdrückt den allen Gliedern gemeinsamen Factor r^zr~ > ^^ erhält man
die p Gleichungen^):

i^'^n-''-' 2<-m-'^. (11)

oder den Satz:

(IV) Ist B(x, y) eine rationale Function von der Ordnung m
und sind die m oo^ Punkte \, . ., hm derselben einfache
Punkte im Endlichen von T, so bestehen zwischen ihnen
und den m zugehörigen Residuen B^, . ., B„, die p Glei-
chungen (11), die ausser diesen Elementen nur von
^{^) y) = ^ abhängen.

1) Vgl. (5) § 19.

Stahl, Abel'sche Functionen. 7
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Wir verweilen noch kurz bei den Gleichungen (11). Riemann

gelangt zu denselben auf trauscendentem Wege, indem er die rationale

Function R durch eine Summe von Integralen zweiter Gattung dar-

stellt und die Bedingungen aufsucht, unter denen eine solche Summe

in der Fläche T eindeutig ist (s. Gl 7 § 17). Er kommt dabei unter

Voraussetzung des fundamentalen Satzes (der ebenfalls auf trauscen-

dentem Wege gewonnen wird), dass es stets }) linear unabhängige ^-

Functionen oder Differentiale 1. Gattung gibt, gerade zu den obigen

Gleichungen (11) als den einzigen Bedingungen, die zwischen den cx)^

Punkten hi und den zugehörigen Residuen Bi der rationalen Function

bestehen müssen. Die Discussion der Gleichungen (11) führt alsdann

zu dem Riemann'schen Satze (in der Form (I) § 11) und seiner Er-

weiterung durch Roch (in der Form (II) § 11). Es ist von Interesse,

diese Riemann-Roch'sche Discussion kennen zu lernen, da bei der-

selben die Bedeutung der ^-Functionen besonders deutlich hervortritt.

Wir nehmen also an, man habe die Gleichungen (11), ohne über die

Ordnungszahl m und die Lage der oo^ Punkte hi von R in T eine

Annahme zu machen, auf dem angegebenen Riemann'schen Wege (§ 17,

Gl. 7) gewonnen und stellen die Aufgabe, aus diesen Gleichungen die

Grenzen für die Ordnungszahl m und das Gesetz der Abhängigkeit

zwischen den c»^ und 0^ Punkten der rationalen Function R zu er-

mitteln.

Es wird von der Beschaffenheit der Function R oder der m Punkte

hl abhängen, ob die 21 Gleichungen (11) linear unabhängig sind oder

nicht d. h. ob es p constante Factoren gibt, mit denen sie multipli-

cirt die Summe geben oder ob dies nicht zutrifft. Hiernach sind

(wie in § 12) zwei Fälle zu unterscheiden; im ersten Falle ist R eine

Function von allgemeiner, im zweiten Falle eine Function von be-

sonderer Art; wir beginnen mit dem erstpu Fall, der dem ersten Fall

in § 12 S. 87 entspricht.

1. Fall. Hier gilt der Satz:

(V) Sind die p Gleichungen (11) linear unabhängig, so sind

die m Punkte h, in welchen die rationale Function R 00^

wird, derart unabhängig von einander, dass sie nicht auf

ein und derselben O-Curve liegen.

Denn, angenommen die m Punkte hi lägen auf einer ^-Curve

X^0^ -{ -\- Xp^p = 0, so würden die p Gleichungen (11), multipli-

cirt mit diesen Factoren A und addirt, identisch geben, was der

Voraussetzung, dass die Gleichungen (11) linear unabhängig seien,

widerspricht, (q. e. d.)

(Va) Umgekehrt: Sind die m Punkte h, in denen eine ratio-
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nale Function U oo^ wird, derart unabhängig, dass sie

nicht sämmtlich auf ein und derselben O-Curve liegen, so

sind die p Gleichungen (11) linear unabhängig.

Denn, angenommen, die p Gleichungen (11) seien linear abhängig

und das zugehörige Factorensystem sei A^, . ., kp, so müssten bei der

Addition, damit die Summe identisch würde, die Coefficienten von

i?j, . ., Bin verschwinden d. h. die m Punkte hi auf derselben 0-Curve

liegen, was der Voraussetzung widerspricht, (q. e. d.)

Zugleich muss in diesem Falle m >p sein; denn für m =p (und

ähnlich für m <Cp) hätte man aus (11) durch Elimination der Bi

d. h. ebensowohl die m Punkte hi müssten auf derselben <&-Curve

liegen als auch die Gleichungen (11) wären linear abhängig. Wir
fassen dies so zusammen:

(VI) Sind die m oo^ Punkte hi einer rationalen Function der-

art willkürlich, dass sie nicht 0-Punkte ein und derselben

0-Function sind, so muss m^p sein. Von den m Residuen

Bi sind alsdann noch m — p willkürlich, die p letzten aber

durch sie und die Punkte hi eindeutig bestimmt.

2. Fall. Hier gilt der Satz^):

(VII) Sind die p Gleichungen (11) linear abhängig von ein-

ander derart, dass q derselben eine identische Folge der

übrigen sind, so müssen die m Punkte hi 0- Punkte der

nämlichen q linear unabhängigen O-Functioneu sein.

Zum Beweise seien die p — g letzten der Gleichungen (11) linear

unabhängig, die q ersten aber eine identische Folge derselben, so dass

man hat p> q^l und w > p — q. Alsdann müssen die p — q

letzten Gleichungen (11), mit gewissen Factoren kq-\-i, • ., A^ multipli-

cirt und addirt, die erste Gleichung (11) ergeben, mit andern Factoren

Ag'Ij-i, . ., kp multiplicirt und addirt, die zweite Gleichung (11) u. s. f.

bis zur 2*®" Gleichung (11). Man erhält so die q Gleichungen

p p

h ^1 - ^A;o, = 0, . . ., A,0, - ^}^f^i = (12)
1=2+ 1 »= 2+ 1

und jeder dieser q Gleichungen genügen die sämmtlichen m oo^ Punkte

bi der Function R. Mehr als q Gleichungen aber können nicht durch

die sämmtlichen tn Punkte hi befriedigt werden, weil sonst mehr als

1) Roch, Journ. für Math. Bd. 64, p. 372 ff. (1864); vgl. auch Brill und

Nöther, Math. Ann. VII. S. 290 (1873).
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q[ der Gleichungen (11) eine identische Folge der übrigen wären,

(q. e. d.)

(Vlla) Umgekehrt: Sind die m Punkte hi, in denen eine ra-

tionale Function JR oo^ wird, von der speciellen Lage,

dass für jeden derselben die nämlichen g; linear unab-

hängigen ^-Functionen verschwinden, so sind von den

p Gleichungen (11) q eine identische Folge der übrigen.

In der That, die q linear unabhängigen 0-Curven, welche durch

die m Funkte hi gehen, lassen sich, wenn 0^, . ., Qp linear unab-

hängige 0- Functionen sind, auf die Form (12) bringen. Jede dieser

Gleichungen wird also durch die sämmtlichen m Punkte hi befriedigt.

Denkt man sich die hieraus entstehenden mq Gleichungen in m
Reihen angeschrieben, deren jede die q Gleichungen (12) enthält, ge-

bildet für einen der m Punkte 6/; multiplicirt man ferner je m
untereinander stehende, zu demselben Ausdruck (12) ge-

hörige Gleichungen, indem man unter JB^, . ., JBm vorläufig ganz be-

liebige Grössen versteht, bez. mit

B,:{F'y\, . . . ., Bm'.{F'y),^

und addirt, so erhält man die q Gleichungen

>n m m

Ä=i ^ " h=i ^ '' /.=i ^ ''

Unterwirft man nun die m Grössen JS^, . ., Bm den p — q Glei-

chungen

^ rfi*^l = o yr"^i = o
A= l ^ ^ A= l

^

wobei, da m >jp — q ist, ein Theil der m Grössen Bh, nämlich

m — p -\- q derselben, beliebig bleibt, so folgen von selber die q

weiteren Gleichungen

Das heisst aber, von den p Gleichungen (11) sind q eine identische

Folge der übrigen, (q. e. d.)

Diese Betrachtungen geben den Satz:

(VIII) Sind die m oo^ Punkte bi einer rationalen Function

E nicht unabhängig, sondern so beschaffen, dass für
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jeden derselben die nämlichen q linear unabhängigen C&-

Functionen verschwinden, so muss my-p — q sein. Von
den m Residuen Bi der Function i? sind alsdann noch
m — p -\- q willkürlich, die p — q letzten aber durch sie

und die m Funkte hi eindeutig bestimmt.

Die Sätze (VI) und (VIII) sind nun identisch mit den Sätzen (1)

und (II) in § 11. Denn die hier gefundene Abhängigkeit zwischen

den oo^ Punkten hi und den Residuen Bi lässt sich mittels der Form

(7) § 12 der Function B leicht in die früher (§ 11) gefundene Ab-

hängigkeit zwischen den oo^ Punkten &< und 0^ Punkte üi von li um-

setzen.

Der Fall 2 tritt immer ein, wenn m < jo ist; es kann indess auch

m^p sein. Aber es hat m eine obere Grenze, nämlich m^2p — 2,

da eine ^-Curve, abgesehen von den Doppelpunkten, nur 2p — 2

0^ Punkte besitzt und es hat andrerseits m eine untere Grenze, näm-

lich m^^-hl, wie in § 11 Gl. (5) gezeigt wurde. Das letztere

ergibt sich auch durch eine einfache Abzahlung^), wenn man die

m oo^ Punkte hi von B nicht als gegeben annimmt, sondern so be-

stimmt, dass die Ordnung m von B eine möglichst niedere wird.

Nach (la) § 12 hat eine rationale Function B von der Ordnung m
im Ganzen 2m -j- 1 Elemente, nämlich die m oo^ Punkte bi, die

ni 0^ Punkte ai und einen constanten Factor; zwischen den 2m ersten

Elementen bestehen p Bedingungsgleichungen. Ferner muss von den

m Punkten hi und von den m Punkten ai je einer willkürlich sein.

Denn ist B = M : N von der Ordnung m, so ist auch die Function

yl^^ {M -\- IN) : {M -\- (iN), wo Aq, k, (i constante Coeflicienten sind,

von der Ordnung m. In dieser Function ist wegen der willkürlichen

Parameter A und ^ je einer der 0^ und der oo^ Punkte willkürlich;

dasselbe muss von der Function B = M : N gelten. Nach willkür-

licher Bestimmung je eines der Punkte ai und hi und des Factors A^

hat B noch 2ni — 2 Elemente, welche p Bedingungsgleichungen ge-

nügen müssen. Dies ist nur möglich, wenn 2m— 2>jp oder m^'^-\-l

ist. (q. e. d.)

1) Riemann, Ges. W. S. 101.
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Die Abel'scheii Integrale.

Im zweiten Abschnitt wurden die zu F{x, y) = gehörigen

rationalen Functionen von {x^ y) auf ihre charakteristischen Eigen-

schaften und ihre Bildungsweise untersucht. Das Gleiche soll jetzt

mit den Integralen dieser rationalen Functionen, den sogenannten

AbePschen Integralen geschehen, deren Differentiale zum Theil

schon im zweiten Abschnitt aufgetreten sind. Wie bei den rationalen

Functionen die Curve w*" Ordnung, so ist bei den AbeFschen Integralen

die «-blättrige Verzweigungsfläche T von y als geometrisches Bild

der Gleichung F{x, «/) = vorzuziehen. Wir untersuchen zuerst in

§ 14— 17 die Abel'schen Integrale selber; es zeigt sich, dass die-

selben in einzelnen Punkten der VerzweigungsÜäche T nicht nur

algebraisch, sondern im Allgemeinen auch logarithmisch unendlich

werden, und dass sie in T nicht eindeutige, sondern unendlich viel-

deutige Functionen des Ortes von bestimmtem Charakter sind. Man
kann das allgemeine AbeFsche Integral zusammensetzen aus dreierlei

Gattungen von Integralen, deren Eigenschaften und Bildungsweise

besonders einfach und charakteristisch ist. Wir betrachten zweitens

in § 18— 21 die Beziehungen, die zwischen Abel'schen Integralen

unter sich oder zwischen ihnen und rationalen Functionen stattfinden.

Dabei ergeben sich eine Eeihe von Darstellungen und Sätzen, von

denen wir als das Wichtigste hier nur das AbeFsche Theorem hervor-

heben.

§ 14. Das allgemeine, Abel'sche Integral.^)

Wir beginnen mit den Eigenschaften des allgemeinen, zu F(x,y)==0
gehörigen, Abel'schen Integrals. Dasselbe hat, wenn P(x, y) eine

rationale Function von (x, y) bezeichnet, die Form
X) y

(1) W=fp{x,y)dx,

wobei der Integrationsweg eine beliebige Curve in der w- blättrigen

1) Puiseux-Fischer, Unters, üb. algebr. Funct. Halle 1861. S. 129 fF.
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Verzweigungsfläche T zwischen einem festen Anfangspunkt (|, ri) und

einem variabeln Endpunkt {x, y) ist.

Betrachtet man W als Function der Coordinaten des Punktes

(x, y) in T, so ist diese Function charakterisirt einerseits durch ihre

ünstetigkeiten, andrerseits durch ihre Vieldeutigkeit. Bei der

Besprechung derselben mögen vorerst noch die allgemeinen Voraus-

setzungen gelten, die in § 2 über die Fläche T und in § 6 über eine

rationale Function P {x, y) gemacht wurden.

Wir untersuchen zuerst die Integralfunction W auf ihr Ver-

halten in einzelnen Punkten von T. W ist stetig in einem

Punkte {Xy, y^) von T (auch wenn derselbe ein Verzweigungspunkt

ist), falls für {x = Xi, y = y^) lim {x — x^ P {x, y)= und stetig in

einem der n Punkte (a: = oo, y = oo), wenn für diese Werthe

lim x~'^ P{^, y) = ist. Im Allgemeinen ergibt sich das Verhalten

von W in einem Punkte (x^, y^) von T aus der in der Umgebung

dieses Punktes gültigen Reihenentwicklung der Function P (x, y) nach

Potenzen von x — iCj durch Integration nach x. Um verschiedene

Lagen des Punktes gleichzeitig zu berücksichtigen, sei jedem Punkte

von T die Grösse s zugeordnet, die in ihm unendlich klein von der

ersten Ordnung ist, so dass s die Bedeutung x — x^, (x — x^Y oder

x~'^ hat, je nachdem der Punkt ein einfacher Punkt (mehrfache

Punkte ohne Verzweigung inbegrifien) oder ein (A — l)-facher Verzwei-

gungspunkt im Endlichen von T oder einer der Punkte (x=(X>, y= (x>)

ist. In der Umgebung dieser Punkte ist alsdann P {x, y) jedesmal

dargestellt durch eine Entwicklung von der Form (§ 6 Satz 11)

P{x, y) = ^(s) + B,s-' + P,s-^ + • •; (2)

wo ^(s) eine nach ganzen Potenzen von s mit positiven Exponenten

fortschreitende Reihe bezeichnet und wo die nachfolgenden Glieder

mit negativen Exponenten, welche die Art der Unstetigkeit von P{x, y)

in dem betrachteten Punkte angeben, nur in endlicher Zahl vor-

kommen. Aus (2) ergibt sich, wenn man mit dx multiplicirt und

die Integration ausführt, nachdem s durch seine verschiedenen Werthe

ersetzt ist, für W im Allgemeinen ein Ausdruck von der Form

^= ^i(s) + ^ log s + As-' + As-' + • •, (3)

wo ^i(i') wieder eine aufsteigende Potenzreihe von s ist und wo die

Glieder mit negativen Exponenten wieder bis zu einer endlichen Ord-

nung ansteigen.

Hieraus ist ersichtlich, dass das Abel'sche Integral W im Allge-

meinen nicht nur algebraisch, sondern auch logarithmisch unendlich

wird. Ein im Endlichen von T liegender Punkt (Xy, y^) ohne oder mit
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Verzweigung ist ein logarithmischer Unstetigkeitspunkt von W,
wenn in der Entwicklung von P(x, y) in der Umgebung des Punktes

das Glied {x — x^~'^ vorkommt; einer der n Punkte {x= <X), y = oo\

von T, wenn in der Entwicklung von F (x, y) in der Umgebung
dieses Punktes das Glied x~'^ vorkommt.

Wir untersuchen zweitens die Vieldeutigkeit der Integral-

function W in der Verzweigungsfläche T. Nach den allgemeinen

Methoden von Cauchy und Rie-

mann hat man die m Punkte

(xi, yi) {1=1,.., m) der Fläche

T, in denen W logarithmisch

unendlich wird und zu denen

auch Verzweigungspunkte oder ein-

zelne der Punkte {x= oo,y = oo)

gehören können , durch kleine

Kreise auszuschneiden und die so

durchlöcherte Fläche durch Quer-

schnitte in eine einfach zusammen-

hängende Fläche I" zu verwandeln.

Diese Querschnitte, die einander nicht schneiden sollen, bestehen nach

§ 2 (s. Fig. 8; die Punkte A und die Schnitte 2;t sind hier weg-

zudenken).

1) in den p Querschnittpaaren a», hi und den zugehörigen Schnitten

d, die je ein Paar mit dem beliebigen Punkte verbinden

(i=l, .., p),

2) in m Schnitten 2^, welche den Punkt mit den um die m Punkte

(xi, yi) gelegten Kreisen verbinden (^=1, . ,, m).

Sind keine logarithmischen Unstetigkeitspunkte vorhanden, wie

bei den Integralen 1. und 2. Gattung, so fallen die Schnitte 2 weg.

Ferner unterscheide man an jedem Querschnitt beliebig einen

positiven (-]-) und einen negativen (—) Rand, bezeichne den Wertli

von W in gegenüberliegenden Punkten dieser Ränder bez. mit Tr+
und W~ und ermittle die constanten Werthdifferenzen P= TF+ — W~
die W längs jedes Querschnittes besitzt. Dies geschieht, indem

man W auf einer Curve von einem Punkte des — Randes zu dem
gegenüberliegenden Punkte des -f- Randes führt, ohne dabei einen

Querschnitt zu überschreiten. Diese Werthdifferenzen P sind charak-

teristisch für W und heissen nach Riemann die Periodicitäts-

modulnvon W.^) Im Einzelnen ergibt sich Folgendes:

1) Nach Puiseux, 1. c. S. 84 auch kürzer „Perioden" von W.
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Die Periodicitätsmoduln von W an den Schnitten d
sind gleich 0; die Schnitte Ci können daher ganz unberücksichtigt

bleiben.

In der That, um den Periodicitätsmodul von W an d oder die

Differenz der Werthe von W in einem Punkt a des — Randes und dem
gegenüberliegenden Punkt a' des + Randes von d zu erhalten, hat

man das Integral (1) vom Punkt a aus längs des — Randes von Cj

bis zum Kreuzungspunkt des Querschnittpaares «,-, b,, alsdann längs

der beiden Ränder dieses Paares (entgegengesetzt der Pfeilrichtung)

und schliesslich längs des + Randes von c,- bis zu dem Punkt a zu

führen. Dabei ist die Richtung, in der man die Ränder je eines der

Querschnitte üi und &,• und ebenso die des Stückes von c,- durchläuft,

in je zwei gegenüberliegenden Punkten dieser Schnitte entgegengesetzt,

während der Werth der zu integrirenden rationalen Function P{x, y)

in solchen zwei Punkten der gleiche ist. Daher heben sich die Elemente

des Integrals (1) in je zwei solchen Punkten gegenseitig auf und der

Gesammtwerth des Integrals ist 0. (q. e. d.)

Die Periodicitätsmoduln von W an den Querschnitten

üi und hi sind gewisse, endliche Werthe

an üi'. Mi, an br. Ni. (4)

Der Werth Mi wird gefunden, indem man W in T' vom — zum

+ Rande von ai führt, was etwa längs der — Seite von &, im Sinne

des Pfeiles geschehen kann; der Werth Ni, indem man W in T'

vom — zum + Rande von &,• führt, was längs der -j- Seite von a»

im Sinne des Pfeiles geschehen kann. Man überzeugt sich leicht,

dass der Werth von W, der für einen gewissen Integrationsweg

zwischen (|, rf) und (x, y) in der Fläche T gilt, bei Verlegung des

Weges jedesmal um Mi wächst, so oft der neue Weg einmal den

Schnitt a,- von der + zur — Seite und um Ni, so oft der neue Weg
einmal den Schnitt &,• von der + zur — Seite überschreitet.

Die Periodicitätsmoduln von W an den Schnitten 2^ sind

ebenfalls endliche Werthe.
Ist nämlich ein logarithmischer Unstetigkeitspunkt {xi, y^ von

W einfacher Punkt im Endlichen von T und Äi der Coefficient von
{x — x^-^ in der Entwicklung von P{x, y) in der l[mgebung von

{Xi, yi), so ist der Periodicitätsmodul von W
an 2^: ~\- 2inÄi, (5)

wie sich ergibt, wenn man W in T' vom — zum + Rande von 2,

führt, was auf einem kleinen, den Punkt (xi, yi) umgebenden Kreise

geschehen kann, so dass dieser Punkt zur Linken liegt, der Kreis
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also entgegengesetzt der Pfeilrichtung durchlaufen wird. Ist der loga-

rithmische ünstetigkeitspunkt (xi, yi) von W ein (A — l)-facher Ver-

zweigungspunkt, so umläuft der Kreis den Punkt A-mal (in jedem der

A zusammenhängenden Blätter einmal) und der Periodicitätsmodul von

W an der Linie % (die nur in einem der A Blätter verläuft) ist

= 2in XAi. Ist einer der Punkte {x = oo, y = od) ein logarithmi-

scher Unsfetigkeitspunkt von W, und A der Coefficient von x~^ in

der Entwicklung von P (iu, y), ferner S der von nach dem Punkte

gehende Schnitt, so ist der zugehörige Periodicitätsmodul von W an

ß gleich 2i7iÄ, wie sich ergibt, wenn man W auf einem kleinen

Kreise um den betreffenden Punkt (ic = oo, y = oo) führt, so dass

dieser Punkt zur Rechten liegt.

Man überzeugt sich wieder leicht, dass in allen diesen Fällen

bei einer Verlegung des Integrationsweges W um die angegebenen

Periodicitätsmoduln wächst, wenn der neue Weg die Linien S^ oder

tti, hi von dem -f- zum — Rande überschreitet.

Nach dieser Betrachtung ist die Integralfunction W in der ein-

fach zusammenhängenden Fläche T' eine eindeutige, dagegen in der

ursprünglichen Fläche T eine unendlich vieldeutige Function des

Ortes (x, y) von besonderer Art. Ist nämlich einer ihrer Werthe in

{x, y) gleich W, so erhält man den allgemeinsten Werth, den sie in

demselben Endpunkt (x, y) durch Abänderung des Weges annehmen

kann^ indem man zu W den Ausdruck hinzufügt

m p

(6) 2iit^aai+^ ((liMi + Vi N,)
,

1=1 t=i

wo «;, ^i, Vi ganze Zahlen sind, die angeben, wie oft der betreffende

Querschnitt bei Verlegung des Weges von der -\- zur — Seite über-

schritten wurde. Zugleich folgt, dass der Werth von W, erstreckt

über eine beliebige, geschlossene Curve in T, sich immer

linear und mit ganzzahligen Coefficienten durch die Periodicitätsmoduln

(4) und (5) ausdrückt.

Während also eine zu F(x, y) = gehörige rationale Function

P{x, y) als eindeutige und reguläre Function in der Verzweigungs-

fläche T charakterisirt war, gilt für die Integralfunction W derselben

der Satz:

(I) Die allgemeine, zu F(x, y) = gehörige Abel'sche Inte-

gralfunction W unterscheidet sich von der rationalen

Function dadurch,

1) dass sie in einzelnen Punkten von T im Allgemeinen
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nicht nur algebraisch, sondern auch logarithmisch oo

wird,

2) dass sie eine unendlich vieldeutige Function des

Ortes {x, y) in T ist, deren Werthe in demselben
Punkte von T um ganzzahlige Vielfache der m -\- 2p
Periodicitätsmoduln 2i7iÄi, Mi, Ni von einander ver-

schieden sind.

Hierbei ist stets Ai durch lAi zu ersetzen, wenn der logarith-

mische Unstetigkeitspunkt (xi, yi) ein (A — l)-facher Verzweigungs-

punkt ist.

Die Eigenschaften (I) sind charakteristisch für das Abel'sche

Integral, denn es gilt umgekehrt der Satz^):

(II) Eine Function W von (x, y), die in der Fläche T im All-

gemeinen eindeutig und stetig ist, die aber in einzelnen

Punkten (xi, yl) algebraisch logarithmisch oo wird und an
einzelnen Linien, nämlich den Querschnitten «j und &,• und
den nach den logarithmischen Unstetigkeitspunkten ge-

zogenen Linien S, constante Werthdifferenzen oder Pe-

riodicitätsmoduln hat, ist ein AbePsches Integral, d. h.

das Integral einer rationalen Function von {x, y).

Nach Voraussetzung ist nämlich die Function -^— in einzelnen

Punkten nur noch algebraisch cx); sie ist im Uebrigen stetig und ein-

deutig in T, da die constanten Werthdifferenzen an den Linien «j, &,-, Sj

bei der Differentiation von W wegfallen; sie ist daher nach (§ 6)

eine rationale Function von (x, y) und W selber das Integral einer

solchen Function.

Wir erwähnen hier noch einen wichtigen Satz, der die Pe-

riodicitätsmoduln 2i7cAi des allgemeinen Abel'schen Integrales W
betrifft 2).

(III) Die Summe der Coefficienten Ai, die zu den logarith-

mischen Unstetigkeitspunkten (xi, yi) des Integrals W
gehören, ist Null. Dabei ist wieder Ai durch kAi zu

1) Riemann, (Ges. W. S. 97). Dort ergibt sich dieser Satz als specieller

Fall des Dirichlet'schen Princips.

2) Puiseux, 1. c. S. 117. Die Grössen A^ sind die Residuen der Function

P{x, y) in (1) bezüglich der Punkte (a;^, y^) (vgl. § 12). Riemann, Ges. W.
S. 97—99. Der Satz (III) lässt sich auch leicht aus den Gleichungen (11) § 13

herleiten, wie in § 16 Gl. (5 a) näher angedeutet ist.
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ersetzen, wenn der Punkt ein (A— l)-facher Verzweigungs-

punkt ist.

Denn führt man W oder idW im Sinne der Pfeile um die ganze

Begrenzung von T', so erhält man den Werth 0, weil sich der ge-

schlossene Integrationsweg auf einen beliebigen Punkt, in dem W
stetig ist, zusammenziehen l'ässt. Andrerseits aber zerfällt der Inte-

gralwerth in einzelne Integrale, genommen längs der beiden Ränder

der Schnitte ai, J)i, c, und 2i und über die Kreise um die Punkte

(^h yd- ^^^ diesen Bestandtheilen sind die auf die Schnitte a,, &,-,

d, 2; bezüglichen Null, weil jeder der Schnitte zweimal und zwar in

entgegengesetzter Richtung durchlaufen wird, wobei sich die Elemente

von TT oder fdW in zwei gegenüberliegenden Punkten eines Schnittes

aufheben. Es bleibt also nur die Summe der Integralwerthe für die

Kreise um die Punkte {xi, yi). Diese Summe ist nach (5) = — 2i7t ^, Äi

und es ist demnach ^^ Ai == 0. (q. e. d.)

Aus (III) folgt, dass ein Abel'sches Integral mit nur einem

logarithmischen ünstetigkeitspunkt unmöglich ist oder der Satz:

(IV) Wenn in einem Abel'schen Integral logarithmische

Unstetigkeitspunkte auftreten, so ist die Zahl derselben

mindestens gleich zwei. ,

Als specielle Fälle gehören zu den Abel'schen Integralen auch

die rationalen Functionen von {x, y) und die Logarithmen solcher

Functionen. Die ersteren sind dadurch charakterisirt, dass sie nicht

logarithmisch, sondern nur algebraisch unendlich werden, und dass

für sie die Periodicitätsmoduln 2i7CÄi, Mi und Ni sämmtlich ver-

schwinden; die letzteren dadurch, dass sie nicht algebraisch, sondern

nur logarithmisch unendlich werden, dass in den Periodicitätsmoduln

2in Ai die Grössen Ai sämmtlich ganze, positive oder negative Zahlen

und dass ebenso die Moduln Mi und Ni ganzzahlige Vielfache von

2iTi sind (vgl. § 17 Gl. 9). Die Betrachtung des Logarithmus einer

rationalen Function log Ii{x, y) führt zu einem neuen Beweis des

früheren Satzes (II) § 7, nämlich:

(V) Für jede rationale Function B(x, y) ist die Zahl der

oo^ Punkte und der 0^ Punkte die gleiche.

Bei dieser Ausdrucksweise ist vorausgesetzt, dass oo und Punkte

höherer Ordnung ihren Ordnungszahlen entsprechend gerechnet wer-

den. Der Beweis ist analog dem des Satzes (III). Sei li{x, y)

gleich in m Punkten {xi, yi) und gleich oo in ft Punkten {^i, iqi)
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die wir der Einfachheit halber sämmtlich im Endlichen der Fläche T
annehmen*, es verhalte sich

'm{xi,y^ B.{x,y) wie {x— xi)'^\ also \o^Ii{x,y) wie -\-pi\og{x— x^

m{lx,^i) It{x,y) „ {x— ^x) % „ \ogR{x,y) „ —qx\og(x— ^x).'

Hier sind^J« und qx ganze, positive Zahlen. Man schliesse die Punkte

{^h yd ^^^ i^h V^) durch kleine Kreise aus (s. Fig. 8) und lege von

dem Funkte (dem gemeinsamen Punkt der Schnitte c,) nach diesen

Kreisen Schnitte üi und £;., die weder einander noch a,-, 6,-, Ci schnei-

den. Hierdurch entsteht eine einfach zusammenhängende Fläche T',

in der das Integral / d log B == j -^ -^ dx eindeutig und stetig ist.

Führt man daher dies Integral um die ganze Begrenzung von T', so

erhält man den Werth 0. Andrerseits ist der Beitrag, den die Schnitte

a,-, &,-, C/, 2i und 2^ zu dem Integralwerth liefern, wie in dem Be-

weise von (III) gleich 0. Dagegen gibt nach (7) der Kreis um den

Punkt (xi, yi) den Beitrag — pi, der Kreis um (1^, rjx) den Beitrag

-\- qx'i folglich hat man ^ pi —^ qx = 0. (q. e. d.)

j=i ;.= i

Die weitere Untersuchung des allgemeinen Abel'schen Integrals

beruht auf der Zerlegung desselben in möglichst einfache Integrale.

Dabei ergeben sich drei wesentlich verschiedene Gattungen von Inte-

gralen, nämlich:

Integrale 1. Gattung, d. h. solche, die in T allenthalben

endlich sind,

Integrale 2. Gattung, d. h. solche, die in T nur in einem

Punkte algebraisch oo werden,

Integrale 3. Gattung, d. h. solche, die in T nur in zwei

Punkten je logarithmisch c» werden.

Daneben können noch rationale Functionen und Logarithmen

solcher Functionen auftreten. Diese Formen lassen sich ebenfalls auf

Integrale der 1., 2., 3. Gattung zurückführen (s. § 17 Satz II und III).

Man kann nun die Zerlegung des allgemeinen Integrals W direct und

algebraisch vornehmen durch eine Partialbruchzerlegung ^) der ratio-

nalen Function —— = P(^, «/). Wir ziehen es vor, umgekehrt zu

zeigen^), wie sich die Integrale der genannten drei Gattungen von

1) Clebsch-Grordan, Abel'sche Functionen S. 9 (1866). Nöther, Math.

Ann. Bd. 37. S. 424 (1890).

2) Riemann, Ges. W. S. 100.
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vornherein bilden lassen und wie sich das allgemeine Integral aus

ihnen zusammensetzen lässt, womit indireet auch die Zerlegung ge-

leistet ist. Wir setzen dabei wie im Abschnitt II voraus, dass in T
von Verzweigungspunkten nur einfache und von singulären

Punkten nur Doppelpunkte vorkommen.

§ 15. Die p Integrale erster Gattung.

Wir stellen uns die Aufgabe, ein Integral v erster Gattung

zu bilden^), d. h. ein Integral, das in T allenthalben endlich ist. Da-

mit V in den n Punkten {x = oo, y = oo), den o einfachen Ver-

zweigungspunkten und den r Doppelpunkten endlich sei, muss die

zugehörige rationale Function -j- in diesen Punkten ein bestimmtes

Verhalten zeigen, das sich aus den für v in der Umgebung dieser

Punkte gültigen Entwicklungen ergibt. Es genügt, von denselben die

ersten Glieder anzuschreiben.

In der Umgebung eines der n Punkte (a; == c», y = oo) ist:

v = jHo + H,x-' + • •, also ^ = - H^x-^ + • • .

In der Umgebung eines Verzweigungspunktes {x^y, y= yy) ist:

v^M,-^M,{x-yf + ; also ^ = \m,{x - yT^ + --.

In der Umgebung eines Doppelpunktes {x = 8 , y = yd) ist für

je einen Zweig:

t; = JVo + N,(x-d) + . ., also |^ = ^, + • -

Hieraus folgt: die rationale Function --j— muss

= 0^ sein in jedem der n Punkte (x = oo, y = oo);

= oo^ sein in jedem Verzweigungspunkt und

endlich bleiben in allen übrigen Punkten von T.

Diesen Bedingungen wird nach früheren Betrachtungen (§ 13) in

allgemeinster Weise genügt, wenn man -^ = q) : F' (y), d. h. gleich

einem Quotienten setzt, dessen Nenner F' (y) und dessen Zähler eine

allgemeine, adjungirte Function g) des n— 3*®'' Grades von F=0 ist.

Daher hat man den Satz:

1) Riemann, Ges. W. S. 98 u. 110.
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(I) Das allgemeine Integral 1. Gattung v ist von der Form

^=M
x,y

dx. (1)

Das Integral (1) hat nur 2p Periodicitätsmoduln , entsprechend den

2^ Querschnitten «,- und 6,- der Fläche T. Bezeichnet man dieselben

an tti mit At, an ?>, mit Bi und ist v der Werth, den das Integral

(1) auf irgend einem Wege in T zwischen (|, tj) und {x, y) annimmt,

so erhält man den allgemeinsten Werth, den das Integral durch Ver-

änderung des Weges annehmen kann, indem man zu v den Aus-

druck addirt

P = Zm^Ai + EUiBi (i = 1, . ., p), (2)

wo Mi und iii ganze Zahlen sind, die angeben, wie oft bei Verände-

rung des Weges der Querschnitt Ui resp. &, von der -j- zur — Seite

überschritten wird. Der Ausdruck (2) ist der allgemeine Periodicitäts-

modul des Integrals (1).

Es folgt auch hier:

(la) Der Werth von v, erstreckt über eine beliebige, ge-

schlossene Curve in T, lässt sich ganzzahlig und linear

durch die 2p Periodicitätsmoduln Ai und Bi ausdrücken

in der Form (2),

und weiter:

(Ib) Wählt man statt des kanonischen Querschnittsystems

(oi, hi) ein anderes System, so drücken sich die zu dem

letzteren gehörigen 2p Periodicitätsmoduln von v linear

und ganzzahlig durch die ursprünglichen Moduln Ai und

Bi aus.

Um einen zweiten, wichtigen Satz zu beweisen, schicken wir

einen Hilfssatz aus der allgemeinen Functionentheorie voraus.

Der Satz von Green lautet bekanntlich^):

Ist z = X -\- iy eine complexe Variable und Z ein zu-

sammenhängendes Flächenstück, das aus einem oder meh-

reren Blättern besteht und von einer oder mehreren ge-

schlossenen Curven begrenzt ist, sind ferner X und Y

sowie ^ und ^ in Z eindeutige und stetige Functionen
dy dx °

der reellen Variabein x und y, so ist

1) Vgl. etwa Durege, Elemente der Theorie der Functionen. 4. A. S. 89.
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(a) //(^al- If)
^^ ^^ -ß^ ^^ + ^ ^^)

'

wenn das Doppelintegral der linken Seite über die ganze

Fläche Z, das einfache Integral der rechten Seite über

alle Grenzcurven von Z ausgedehnt wird in positiver

Richtung.

Positiv heisst eine Richtung der Grenzlinie von Z, wenn beim

Durchlaufen derselben die Fläche Z zur Linken liegt, wobei voraus-

gesetzt ist, dass beim Durchlaufen der reellen Axe des Coordinaten-

systems in positiver Richtung die imaginäre Axe ebenfalls zur Linken

liegt.
- . . . dY

Die Gleichung (a) bleibt auch dann noch richtig, wenn ^ und

-^T- in einzelnen Punkten der Fläche Z unstetig werden, wenn nur

an diesen Stellen Y und X keine Unterbrechung der Stetigkeit er-

leiden.

Ist nämlich in einem Punkte {x = a, y = ß) des Gebietes Z
8Y

die Function Y= Y(x, y) stetig, -0— aber unstetig und schliesst

man den Punkt (a, ß) in ein kleines Rechteck ein, begrenzt von den

Seiten x = Xq und x = x^ parallel der y-Axe, und von y = y^

und y = yi parallel der x-Axe, so ist leicht zu sehen, dass der für

dies Rechteck gebildete, von Y abhängige Theil des Flächenintegrals

in (a) gegen Null convergirt, wenn man das Rechteck unendlich klein

werden lässt. Denn führt man zuerst die Integration nach x aus, so

erhält man bereits

^!°^ f
'

dx ^^ ^ ^^^ [^(^1; y) — Y(oCo, y)] = 0,
'^o.
—^iv'Xo ^°—^1

weil Y(Xf y) für (x == a, y = ß) stetig ist.

Entsprechendes gilt für den von X abhängigen Theil des Flächen-

integrals in (a), wenn in einem Punkte von Z die Function X stetig,

aber -^- unstetig wird.

Aus dem Green'schen Satze folgt unmittelbar der in Rede

stehende Hilfssatz:

dW
(A) Ist Z definirt wie vorher, sind W und -—- im Inneren

von Z eindeutige und stetige Functionen der complexen

Variabein = x -\- iy und setzt man W= U -\- iV, so hat

das Integral r?7cZF, genommen in positiver Richtung über

Xq^
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die Grenzlinien von Z, stets einen positiven, von ver-

schiedenen Werth.
dW

In der That: mit W und -r— sind zugleich TJ und V sammt

ihren ersten uud höheren partiellen Ableitungen nach x und y va. Z
eindeutige und stetige Functionen von x und ?/; ausserdem gelten die

Gleichungen

dx dy ' dy dx ^ ^

Setzt man nun Y= U ^ , X = — U -—
, so sind für diese

dx ' cy ^

Functionen innerhalb Z die Bedingungen des Green'schen Satzes er-

füllt; daher folgt aus (a) mit Rücksicht auf (b)

(c)

wo das Doppelintegral und die einfachen Integrale in demselben Sinne

zu nehmen sind, wie oben. Da nun das zu Anfang stehende Flächen-

integral positiv und von verschieden ist, so gilt der obige Satz (A).

Schreibt man das Doppelintegral in (c)

f fa^»'^ -'^md.<i,j^f fdudv, (d)

JJ \cx dy cy cxJ '^ J J '

so sieht man, dass dasselbe den Inhalt des Flächenstückes ausdrückt,

welches die Gesammtheit der Werthe, die W innerhalb Z annimmt,

in der IF- Ebene oder in einer die ir-Ebene mehrfach bedeckenden

Fläche repräsentirt.

Mau kann die Voraussetzungen des Satzes (A) zum Theil fallen

lassen.

Die Gleichungen (c) und (d) behalten nämlich nach der obigen

Bemerkung über Y und X ihre Gültigkeit, wenn die zweiten Ab-

leitungen von ü und V nach x und y in einzelnen Punkten der

Fläche Z unstetig werden, wenn nur an diesen Stellen U und V und

ihre ersten Ableitungen nach x und y keine Unterbrechung der Stetig-

keit erleiden. Die Gleichungen (c) und (d) bleiben aber auch dann

noch richtig, wenn die ersten Ableitungen von ü und V nach x und y
in gewissen Punkten von Z und in gewisser Weise unstetig werden.

Sei z. B. die Fläche Z zweiblättrig und besitze einen einfachen Ver-

zweigungspunkt z = y (oder x -{- iy = a -{- iß), in dem W=0^ also

== wie {z — y) ^ sei. Dann sind ^- und -^ in {x = a, y = ß)

stahl, Abel'sche Funclioiieu. 8
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unstetig, das Flächenintegral in (c) aber bleibt endlich und die

Gleichung (c) gültig.

Zum Beweise ziehe man um den Punkt z ^^^ y einen kleinen, die

beiden in y zusammenhängenden Blätter durchlaufenden Kreis K vom
Radius r und berechne den Antheil des Flächenintegrals in (c) für

die von K eingeschlossene, zweiblättrige Kreisfläche für sich. In der

Umgebung des Punktes = y mögen, wenn der conjugirt complexe

Werth einer Grösse P mit P' bezeichnet wird, die Entwicklungen

gelten:

+- +-
w'= u— iv^2C'{s'— /) 2 + c^iß-y) + c;{z—y'y^-\- • •.

Nun ist die Function unter dem Integralzeichen in (c) wegen (b)

l^JLYjL. /^V= d{U-\-iV) djU—iV) ^ dW dW
\dx/

""
\dy/ dx

.
dx dz dz'

= CC\z-y)"^ (z'~y')~^ + • • =CC' [{X- ay-{-{y - ßy]~i + • •

.

Setzt man x — a = r cos go; y— ß==rsmq) und führt die Polar-

coordinaten r, (p ein, so liefert das erste Glied dieser Entwicklung

zu dem Flächenintegral in (c) für das Innere des Kreises K den

Beitrag

CcJ'fKx—ay-^iy—ßyf^dx dy=CC'JJdr d(p= GC' 4jtr.

Dieser Beitrag aber verschwindet, wenn r gegen convergirt.

Dasselbe gilt in erhöhtem Maasse für die folgenden Glieder der Ent-

wicklung in der Umgebung von = y.

Hiermit ist die Behauptung erwiesen und die angegebene Er-

weiterung der Voraussetzungen des Satzes (A) gerechtfertigt.

Der Satz (A) dient nun zum Beweise des folgenden Satzes, der

sich auf die reellen und imaginären Bestandtheile der Periodicitäts-

moduln des Integrals 1. Gattung v bezieht.

(II) Ist V =^ Vi -\- iv^ ein beliebiges Integral 1. Gattung mit

den Periodicitätsmoduln Äi= Äi-\-iÄi" an dem Querschnitt

tti und Bi^ B{ -{- iB" an dem Querschnitt &,, so ist der

Ausdruck
p

(3) ^{Ä/Br-B/An
1=1

stets positiv und nur =0, wenn v eine Constante ist^).

1) Riemann, Ges. W. S. 125.
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Wendet man nämlich den Hilfssatz (A) auf das Integral v und die

von den Querschnitten a,-, &, begrenzte Fläche T' an, was gestattet

ist, weil V in T' den Bedingungen des Satzes (A) in der erweiterten

Fassung genügt, so folgt, dass Jvidv^, genommen in positiver Rich-

tung über die Begrenzung von T', d. h. über das System der 2p

Querschnitte a,-, 6,-, positiv ist. Nach den in (II) angegebenen

Werthen ist nun für die Periodicitätsmoduln v+ — v~ des Integrals

an «i : v{^ — v^ == AI v^ — vf~ = Äi ,
i

(4)
an hi : Vi+ — v{- = Bl v^ — v^— = -B,-

Hiernach ist das Integral Ti;! dv^, genommen im Sinne der Pfeile

(Figur 8 S. 104) über die beiden Ränder des Querschnitts a,-,

das letzte Integral ist nur noch längs dem + Rande von «,• zu

nehmen, hat also nach (4) den Werth Ä/Bi".

Ferner ist das Integral fv^ dv^
,
genommen im Sinne der Pfeile

über die beiden Ränder des Querschnitts &,,

= J{v{^ — v{-) dv2 =JB{ dv^
;

das letzte Integral ist nur noch lärfgs dem + Rande von hi zu

nehmen, hat also nach (4) den Werth — BlAI'.

Das Integral Jv^ dv^
,

genommen im Sinne der Pfeile über

sämmtliche Ränder des Querschnittsystems a,-, 6», ist also gleich

p

^ {A{ Bi" — Bi'Ai") und dieser Ausdruck ist folglich positiv, (q. e. d.)

t=i

Aus (II) erhält man unmittelbar die Zusätze:

(IIa) Ein Integral 1. Gattung, dessen Periodicitätsmoduln

an j) unter den 2p Querschnitten at und hi sämmtlich =0
sind, ist nothwendig eine Constante.

(IIb) Ein Integral 1. Gattung, dessen Periodicitätsmoduln

an den 2p Querschnitten a» und &,• entweder sämmtlich

reell oder sämmtlich rein imaginär sind, ist nothwendig

eine Constante.

Wir schliessen noch folgende Bemerkung an. Der Ausdruck (3)

stellt nach Hilfssatz (A) den Inhalt der Fläche S dar, die man er-

hält, wenn man die von den Querschnitten a,- und hi begrenzte Fläche
8*
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T' mittels des Integrals v conform abbildet. Die Fläche S bestellt aus

}} krummlinig begrenzten Parallelogrammen in p übereinander liegenden

Blättern. Die vier Seiten eines solchen Parallelogrammes entsprechen

den vier Rändern je eines der p Querschnittpaare a,, &,• (i==l,. .,p).

Die Fläche S besitzt 2;; — 2 einfache Verzweigungspunkte und p — 1

Verzweigungsschnitte, längs deren die p Blätter der Parallelogramme

in einander übergehen^).

Weitere Sätze beziehen sich auf Systeme von p Integralen

1. Gattung. Der Ausdruck (1) stellt das allgemeinste Integral

1. Gattung dar. Da es nach (II § 10) stets p und nur p linear un-

abhängige (p Functionen (p^, (p^, • ., (pp gibt, so hat man den Satz:

(III) Es gibt ein ganzes System von p Integralen 1. Gattung

(5)

die linear unabhängig sind, d. h. zwischen denen keine

lineare Gleichung der Form c^Vi -\- -\- CpVp -\- Cq = mit

Constanten Coefficienten Ci besteht. Aus ihnen setzt sich

jedes weitere Integral 1. Gattung v linear und mit con-

stanten Coefficienten zusammen in der Form

(6) V = k^Vi-\ \- ^pVp-\- Iq.

Wir denken uns die Integrale (5) genommen zwischen denselben

Punkten (|, rj) und (x, y) und betrachtet als Functionen der oberen

Grenzen {x, y). Auch weiterhin sind die Grenzen der Integrale hin-

zuzudenken. Um das System der p Integrale (5) näher zu unter-

suchen, seien die Periodicitätsmoduln derselben an den Querschnitten

a,- und hi dargestellt durch das Schema:

(7)

^1
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^ MiAn +^ fii Bii, , ^niiÄip +^niBip (8)
i i i i

ändern, in welchen W; und «,• dieselben ganzen Zahlen sind.

Die Ausdrücke (8) bilden ein System von zusammenge-
hörigen oder simultanen Periodicitätsmoduln der p Inte-

grale Vi.

Für die Determinanten, gebildet aus den Periodicitätsmoduln (7),

gilt der Satz^):

(IV) Sind p Integrale erster Gattung v^, . ., Vp linear un-
abhängig, so ist jede ans p unter den 2p Verticalreihen
von Periodicitätsmoduln in (7) gebildete Determinante
verschieden von 0.

Denn angenommen, es sei eine dieser Determinanten in (7), etwa

die erste

^ =^ + ^11 ^22 • • Äpp

gleich 0, so könnte man p von verschiedene (complexe) Constanten

M^, . ., Mp bestimmen derart, dass

Mj An -{-•-{- MpA;p = (^ = 1, . ., p)

wäre; in diesem Falle hätte man in

^v = 31iVi-\- • -\- MpVp

ein Integral 1. Gattung, dessen Periodicitätsmoduln an den p ersten

Querschnitten a,, . ., Up sämmtlich wären, das also nach (IIa) gleich

einer Constanten wäre. Zwischen den p Integralen tv bestünde dem-
nach eine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten, was gegen
die Voraussetzung ist. Nur wenn die sämmtlichen p^ Unterdeter-

minanten von A verschwänden, wäre die Bestimmung der Mi aus den

obigen Gleichungen unmöglich. In diesem Falle ^) könnte man aus

dem Verschwinden je einer dieser Unterdeterminanten dieselben Schlüsse

ziehen, wie aus dem Verschwinden von A, nämlich entweder, dass

die Vi linear abhängig wären, oder dass die zweiten Unterdetermi-

nanten von A sämmtlich verschwänden u. s. f. Da nun die Integrale

Vi nach Voraussetzung linear imabhängig sind, so würde aus dem
Verschwinden von A schliesslich folgen, dass sämmtliche Elemente

Aijc == wären; es müssten dann nach (IIa) die Integrale Vi sämmt-

1) Riemann, Ges. W. S. 98.

2) C. Neumann, Vorlesungen über ßiemann's Theorie der Abel'schen Inte-

grale. 2. A. S. 244 (1884).
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lieh Constanten sein, was selbstverständlich ausgeschlossen, (q. e. d.)

Umgekehrt gilt der Satz:

(V) Sind Vj, .., Vp in (7) p beliebige Integrale 1. Gattung

und verschwindet keine der aus p unter den 2p Vertical-

reihen von Periodicitätsmoduln in (7) gebildeten Deter-

minanten, so sind die p Integrale v^, . ., Vp linear unab-

hängig.

Angenommen, es sei c-i^v^ -^^ • • -\- CpVp -\- c^ = , so würde man,

indem man für die linke Seite dieser Gleichung als Function von

{x, y) die Periodicitätsmoduln an den 2p Querschnitten öj und hi

bildet, die 2p Gleichungen erhalten (i = 1, .
., p):

c^An + • • + CpAip = 0, c^Bn + • • + CpBip == 0,

d. h. es würden die sämmtlichen in (V) genannten Determinanten ver-

schwinden, was gegen die Voraussetzung ist. (q. e. d.)

In ähnlicher Weise leitet man einen Satz her, der sich auf die

reellen und imaginären Bestandtheile der Periodicitätsmoduln in (7)

bezieht-, setzt man Äik = vi,'* -f- iÄi^ und B^ = B'ik -\- iB'U, so lautet

dieser Satz:

(VI) Sind die p Integrale v^, . ., Vp linear unabhängig, so

ist die aus den 4jo^ reellen und imaginären Bestandtheilen

der 2p^ Periodicitätsmoduln in (7) gebildete Determinante,

die abgekürzt durch

(9)

bezeichnet sei, von verschieden.

Denn angenommen, die Determinante (9) verschwände, so könnte

man 2p reelle Constanten M^, . ., Jf/; -Mj", . ., Mp' bestimmen, der-

art, dass

M'xÄn H f- M^A'it, — Mi'An M;' A7p = 0,

MiBU H h KBip — Mi'Bn MpB;'p =
wäre. Man hätte alsdann, wenn Mk -f- iMk = M^ gesetzt wird, in

v^M.v^ -\ {- MpVp

ein Integral 1. Gattung, für welches die reellen Bestandtheile der

Periodicitätsmoduln an den 2p Querschnitten a,- und &,• sämmtlich

wären, das also nach (IIa) oder (IIb) gleich einer Constanten sein

müsste. Die p Integrale Vi wären also nicht linear unabhängig, was

der Voraussetzung widerspricht. Nur wenn die ersten ünterdeter-

^a
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minanten von (9) sämmtlich verschwänden, wäre die Bestimmung der

M', M" aus den obigen Gleichungen unmöglich; dann aber würde

dieselbe Schlussweise wie beim Beweis des Satzes (IV) dahin führen,

dass die Integrale Vi sämmtlich Constante sein müssten. Umgekehrt

gilt der Satz:

(Vn) Ist die Determinante (9) von verschieden, so sind

die p Integrale v^, . ., Vp linear unabhängig.

Denn angenommen, es sei CiV^ -{- • • -\- CpVp -\- Cq == 0, so würde

man, indem man für die Function von (x, y) auf der linken Seite

dieser Gleichung die reellen und imaginären Bestandtheile der Perio-

dicitätsmoduln an den 2p Querschnitten ai und hi bildet, 2p Glei-

chungen erhalten, die das Verschwinden der Determinante (9) nach

sich zögen, was der Voraussetzung widerspricht.

Aus den vorstehenden Sätzen ergeben sich wichtige Folgerungen;

zunächst aus (IV) der Satz:

(VIII) Ein Integral 1. Gattung v ist (bis auf eine additive

Constante) vollständig bestimmt, wenn seine Periodi-

citätsmoduln an irgend p unter den 2p Querschnitten a,-

und hi willkürlich gegeben sind; nur dürfen dieselben nicht

sämmtlich == sein.

Besitzt nämlich v etwa an den p ersten Querschnitten a^, .., ap

die vorgegebenen Periodicitätsmoduln A^, . ., Ap und versteht man
unter v^, . ., Vp p linear unabhängige Integrale 1. Gattung mit den

Periodicitätsmoduln (7), so kann man v in die Form (6) setzen und

hat dann zur Bestimmung der p Coefficienten A^, . ., Xp die j9 Glei-

chungen (« == 1, .
., p):

"lAii ~r • • • "r "-pAip = ^,-,

aus welchen sich, da die Determinante A nicht verschwindet, be-

stimmte Werthe für die p li ergeben. Damit ist v bis auf die

additive Constante Aq vollkommen bestimmt.

Ebenso ergibt sich aus (VI) der Satz:

(IX) Ein Integral 1. Gattung v ist (bis auf eine additive

Constante) vollständig bestimmt, wenn die 2p reellen

(oder aber die 2p imaginären) Bestandtheile seiner Perio-

dicitätsmoduln an den sämmtlichen 2p Querschnitten a,-

und hi beliebig gegeben sind; nur dürfen diese 2p Bestand-

theile nicht sämmtlich = sein.

Die Sätze VIII und IX geben je ein System von unabhän-
gigen und hinreichenden Stücken zur Bestimmung eines
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Integrals 1. Gattung an^). Sie zeigen ferner, dass die Periodicitäts-

moduln eines einzelnen Integrals 1. Gattung nicht unabhängig von

einander sind; durch die eine Hälfte der Periodicitätsmoduln ist die

andere Hälfte oder durch die reellen Theile der Periodicitätsmoduln

sind die imaginären Theile bereits mitbestimmt.

Wir erwähnen hier noch einen Satz, der aussagt, dass auch

zwischen den Periodicitätsmoduln von je zwei Integralen 1. Gattung

eine Beziehung besteht^); nämlich:

(X) Zwischen den Periodicitätsmoduln zweier Integrale

1. Gattung Vk und Vi besteht die Gleichung

p

(9a) 2 {AaBu - AaBi^) = 0;
i= \

zwischen den 2p^ Perioditätsmoduln (7) der p linear unab-

hängigen Integrale v^, . ., v^j bestehen daher „p (p — 1

solcher Relationen.

Wir benutzen bereits im Folgenden diesen Satz, wenn auch sein

Beweis erst in § 19 gegeben wird.

Man kann aus einem System von p linear unabhängigen Inte-

gralen 1. Gattung V]^, . ., Vp ein zweites solches System ^t^, . ., Up

ableiten. Zur Bestimmung der Integrale m,- können die p^ Periodicitäts-

moduln, welche diese Integrale an p von den '2p Querschnitten a,- und

&, besitzen, beliebig vorgegeben sein, nur mit der Bedingung, dass die

Determinante dieser p^ Moduln nicht verschwindet. Die noch fehlen-

den Periodicitätsmoduln an den p übrigen Querschnitten sind alsdann

eindeutig bestimmt.

Dies gibt Anlass zur Einführung eines gewissen Normal Systems
von p linear unabhängigen Integralen 1. Gattung^). Wir be-

zeichnen dieselben in der Folge stets mit ii^, . ., Up und setzen:

/ Yi dx r f dx

wo /i, . ., /p ^ noch näher zu bestimmende, linear unabhängige, ad-

jungirte Functionen vom n — 3*®"^ Grade sind.

1) Bei Riemann, (Ges. W. S. 98) erscheinen diese Sätze wieder als eine

Folge aus dem Dirichlet'schen Princip.

2) Riemann, Ges. W. S. 124.

3) Riemann, Ges. W. S. 122.
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(XI) Die p linear unabhängigen Normalintegrale 1. Gattung

«1, . .^ Up seien dadurch charakterisirt, dass ihre Perio-

dicitätsmoduln an den p Querschnitten a, eine Deter-

minante bilden, deren Diagonalglieder sämmtlich = jci,

während die übrigen Elemente == sind. Die Periodicitäts-

moduln der Integrale ii^, . ., Up an den Querschnitten a,-

und hi seien also dargestellt durch das Schema:

(11)

Nimmt man die p linear unabhängigen Functionen qp,, . ., q)p

oder Integrale v^, . ., Vp (5) als gegeben an, so hat man zur Be-

stimmung der p Functionen f^, . ., fp oder der p Integrale %, . ., Up

(10) Gleichungen anzusetzen von der Form (Je = 1, . ., p):

Uk = Mii Vi + • • + ^kp Vp.

Man sieht aber sofort durch Vergleichung von (11) mit (7), dass

die Integrale Vi mit den Integralen Uk durch die p Gleichungen ver-

bunden sind

Tciv^ = A^i Uj + ^^1 «2 -I 1- ^pi Up
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7ci B^u = All a^ui + An a^2 + • • + Api üf^p

(15)

Tci Bfnp == Äip d/iii -f- Aip 0^2 T" • • "T App a^tp-

Für das System der p Normalintegrale u^, . ., Up (10) hat man

nun nach dem Früheren die folgenden Sätze. Aus (8) folgt:

(XII) Ein System von zusammengehörigen Periodieitäts-

moduln der p Normalintegrale m,- wird gebildet von den

Ausdrücken
p P

(16) Wi 7ii +^ nian, . . ., nipTti +^ w,«,-^,

i=l t= l

WO die mi und ni ganze Zahlen und die w,- in diesen p Aus-

drücken dieselben Zahlen sind.

Aus (X) folgt für die zweite Hälfte der Periodicitätsmoduln der

Normalintegrale Ui an den Querschnitten h oder für die Elemente

ajci der zweiten Determinante (11):

(XIII) Zwischen den p^ Moduln au bestehen ^p (p — 1) Glei-

chungen^), nämlich:

(17) ttki^aik,

welche aussagen, dass die Determinante der «a- in (H)

symmetrisch ist,

oder dass der Periodicitätsmodul von Ui am Querschnitt hk gleich dem

Periodicitätsmodul von Uk an 6,- ist.

Aus (VI) folgt, wenn man üik = a'ik + ^ös»'* setzt:

(XIV) Die Determinante, gebildet aus den reellen Theilen

der Periodicitätsmoduln Oik, also

(18) ^, +«11 «22 . ' app,

ist stets von verschieden.

Endlich besteht für die Periodicitätsmoduln von p liuear unab-

hängigen Integralen 1. Gattung noch ein Satz, den wir nur für die

Normalintegrale u^, . ., Up so, wie er später benutzt wird, aussprechen:

(XV) Ist üik der Periodicitätsmodul des Normalintegrals w*

1) Es zeigt sich später (Schluss von § 33), dass von den Moduln a.^ nur

3j9 — 3 unabhängig sind , dass also zwischen ihnen noch ~{p — 2) (^5 — 3)

weitere Relationen bestehen müssen; diese sind transcendenter Natur.
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an dem Querschnitt h und sind r^, . ., Vp reelle Zahlen, so

ist stets der reelle Theil von ^ aarirk {i, Ä;=l, . ., p),
ik

y^, aikriTk negativ^). (19)
ik

Bildet man nämlich aus den Integralen Ui das Integral 1. Gattung

u = r^u^ -\- • -\- rp Up

mit den reellen Coefficienten r,- und bezeichnet die Periodicitätsmoduln

desselben an den Querschnitten at und 6/ durch Äi = A{ -\- iA" und

Bi = Bi' -\- iBi", so ist nach (11)

Ai = TiTti also A/ = Ä/ == rtJt

Bi =^ Tk üik „ Bi' =^ Vk a'ik Bi = ^Tk a'ik

.

k k k

Hieraus folgt nach Satz (11), dass

X, (A/ Bi"— Bi' Ai") == — 71 ^a'ikriYk positiv ist. (q. e. d.)

i ik

Das durch den Satz (XI) definirte System von p Normalinte-

gralen Ui ist offenbar nicht das einzige System dieser Art; man er-

hält vielmehr eine endliche Anzahl solcher Systeme, indem man die

erste Determinante der Periodicitätsmoduln in (11) nicht den Quer-

schnitten üi, sondern beliebigen p unter den 2p Querschnitten a,- und

hi zuordnet. Es gibt aber nicht nur eine endliche Anzahl, sondern

unendlich viele Systeme von Normalintegralen 1. Gattung oder Systeme
von Periodicitätsmoduln CT/a-. Man kann nämlich, wie schon in § 2

S. 31 erwähnt wurde, das anfangs gewählte, kanonische Querschnitt-

system tti, hi von T durch unendlich viele andere, gleichwerthige

kanonische Querschnittsysteme ersetzen; zu jedem derselben gehört

ein neues System von Normalintegralen 1. Gattung, die sich linear

durch die ursprünglichen Normalintegrale m, ausdrücken und ein neues

System von Periodicitätsmoduln, die sich linear durch die ursprüng-

lichen Periodicitätsmoduln Tii und a^ ausdrücken. Wie aber auch
das kanonische Querschoittsystem a,, hi und die zugehörigen Normal-
integrale Ui gewählt seien, stets gelten für das zugehörige Modul-
system Qik die in den Sätzen (XII) bis (XV) ausgesprochenen Eigen-

schaften. Wir kommen auf die unendlich vielen Systeme von

1) Riemann, Ges. W. S. 125.
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Normalintegraleu Ui und die zugehörigen Systeme von Moduln anc

zurück bei der linearen Transformation der Thetafunctionen (Ab-

schnitt VIII).

§ 16. Das Integral 2. und 3. Gattung^).

Es sei nunmehr die Aufgabe:

A. Ein Abel'sches Integral W zu bilden, das in q beliebig

gegebenen Punkten (^i, ^i), • ., (^?j 2/?) logarithmisch oo wird
bezüglich wie

(1) Ä, log {x — x^), . ., Ä^ log (x - x^),

wobei nach (III) § 14 '^ Ai = (i=l, . ., q) ist.

i

Die Q Punkte {Xi, y^ seien einfache Punkte im Endlichen von T;

für andere Annahmen (wenn einzelne der q Punkte in Verzweigungs-

punkte oder ins unendliche fallen) ist die Behandlung der Aufgabe

nur wenig abzuändern.

Damit W den gestellten Forderungen genügt, muss die zuge-

hörige rationale Function -^— von (x, y) in den q Punkten {xt, yi),

in den n Punkten (x = oo, y = oo) , den Verzweigungspunkten

und den Doppelpunkten ein bestimmtes Verhalten zeigen, das sich

wieder aus- der Entwicklung von W in der Umgebung dieser Punkte

ergibt.

In der Umgebung eines der n Punkte (a; = cx>, y = oo) ist:

W=H, + H,a^' + .', also ^=-J^,ri;-2 + ...

In der Umgebung eines Verzweigungspunktes (x= 'y, y = yy) ist:

W=^3I, + M,ix-yf -{--, also ^ = ^ M, (x - yf^ -\- -.

In der Umgebung eines Doppelpunktes (x = d, y = yi) ist für

jeden Zweig:

W=N, + N,{x-d)-\-.., also ^^N,-{->:

In der Umgebung des Punktes (xi, yi) ist:

W= Ai log {x — x) + Ai^ + AI (x — ä;,) + • • , also

-^ == Ai {x — x^-^ + a; + . •.

1) Riemann, Ges. W. S. 99 u. 110.



§ 16. Das Integral 2. und 3. Gattung. 125

dW
Hieraus folgt: Die rationale Function -y- muss sein

= 0^ in jedem der n Punkte (a; == oo, y = oo),

= cx)^ in jedem der co = 2 (n -{- p — 1) Verzweigungspunkte,? (2)

= oo^ wie Ai [x— x^~^ in dem Punkte (Xi, «/,) {1= 1, ..,q), .

und sie muss endlich bleiben in allen übrigen Punkten von T.

dW
Die Ordnung der Function -j— ist hiernach = q -\- co

et cc

= Q-{-2(n-\-p— 1) und die Zahl der im Endlichen gelegenen 0^

Punkte == () + 2^) — 2.

Um zunächst eine specielle Function herzustellen, welche die

Eigenschaften (2) besitzt, füge man zu den q Punkten (a:,-, yi) noch

p — 1 willkürliche Punkte {h., ^x) (A = 1, . ., p— 1) hinzu und bilde

aus zwei adjuugirten Functionen M und iV^ von gleichem Grade /it

eine rationale Function M : N von der Ordnung m = q -{- p — 1,

deren oo^ Punkte die q -\- p — 1 Punkte (Xi, yi) und {^x, 'T}?) sind,

was nach (I § 12) stets möglich ist, wenn Q -\-

p

— 1 >i? oder

p > 2 ist.

Der Zähler M hat dann noch m — p -{- l = Q homogene, will-

kürliche Coefficienten. Sei ferner 0(, eine adjungirte Function des

n — 3*®'* Grades und die p — 1 willkürlichen 0^ Punkte derselben die

oben gewählten p — 1 Punkte (|^, rjx). Dann genügt der Ausdruck

den Bedingungen (2), wenn man die 9 in M noch willkürlichen Coef-

ficienten so bestimmt, dass (3) in den Punkten {Xi, t/,) sich verhält

wie Ai (x — ^i)~^, was bei allgemeiner Lage dieser Punkte stets mög-

lich ist. Man hat hierzu die q Gleichungen^) (i == 1, . ., q):

iN'x F'y — N'y F' xJx, *
* ^^

Für diese Ausdrücke (4) ist wirklich

^. = 0, (5)

denn die letztere Gleichung ist nichts anderes, als das Abel'sche

Theorem für Differentiale 1. Gattung (§13 Gl. (11)), angewandt auf

die cx)* Punkte und Residuen der Function M : N, wie leicht zu

sehen.

2

1) Wir bezeichnen hier, wie im Folgenden, häufig einen Punkt mit den

Coordinaten (x^, y^ kurz durch x^•^ so soll der Index x- in (4) andeuten, dass in

dem Klammerausdruck die Coordinaten {x, y) durch (a;., y) zu ersetzen sind.
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Die Function (3) ist hierdurch völlig bestimmt; sie ist indess

^noch nicht die allgemeinste Function, welche den Bedingungen (2)

genügt. Die Differenz aber zwischen der gesuchten, allgemeinen Func-
dW

tion -j^ und dem Ausdruck (3) ist eine Function, die in jedem der

n Punkte (x = oo
, y = oo) =0^ und in jedem der a Verzweigungs-

punkte = oo^ wird, während sie in den übrigen Punkten von T endlich

bleibt. Die allgemeinste Function dieser Art ist nach (1) § 13

: F'y, wo ^ eine beliebige, adjungirte Function des n — 3*^° Grades

ist, die noch p lineare, homogene Coefficienten enthält. Man hat daher

als allgemeinsten Ausdruck für die gesuchte Function:

(6)
dW _ M^o + N0
dx NF'y

Geht man zur Integralfunction über und bezeichnet mit Wq das

Integral von (3), also

so erhält man aus (6), wenn u^, . ., Up die p linear unabhängigen

Normalintegrale 1. Gattung mit denselben Grenzen, die Wq hat, be-

deuten,

(7a) W=Wq-\- «1^1 + [- apUp + cCq .

Hiermit ist die Aufgabe (A) gelöst. Man kann die p Coeffi-

cienten a,- immer so bestimmen, dass die p Periodicitätsmoduln des

Integrals (7 a) an den p Querschnitten a,- beliebig gegebene Werthe
annehmen; man kann ferner dem Integral W noch einen constanten

Factor geben und denselben so bestimmen, dass eine der Grössen Äi

(1) einen gegebenen Werth erhält.

Wegen der Bedingung Q^2 oder der Bedingung ^ Ai =
gibt es, wie schon früher erwähnt, kein Abel'sches Integral mit nur

einem logarithmischen Unstetigkeitspunkt. Setzt man in (7 a) q == 2,

so hat man das sog. Abel'sche Integral 3. Gattung mit den 2 loga-

rithmischen Unstetigkeitspunkten (x^, «/J und ix^, y^ und mit der

Bedingung Äc^ = — A^. Dividirt man noch durch — A^ und be-

stimmt die p Coefficienten a,- so, dass die Periodicitätsmoduln des

Integrals an den p Querschnitten a,- Null werden, so erhält man das

sog. Normalintegral 3. Gattung u\^. Wir fassen dies so zu-

sammen:

(I) Das Normalintegral w^^^ mit den 2 logarithmischen Un-
stetigkeitspunkten {x-^, y^) und (x.^, y^) ist dadurch definirt
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1) dass es sich in {x^, y^) wie — \og (x — Xj), in (x^^ ij^) wie
+ log (x — iCg) verhält,

2) dass die Periodicitätsmoduln an den _p Querschnitten «,-

sämmtlich sind.

Die übrigen Periodicitätsmoduln des so normirten Integrals w^^
sind nun völlig bestimmt; sie sind nämlich an den von nach den
Punkten (x^, y^) und (x^, y^) gelegten Schnitten S, und Sg (Figur 8
S. 104) bez. gleich — 2in und + 2i7f^ ferner, wie in § 18 (III) ge-

zeigt wird, an dem Querschnitt li gleich

wi:
12

= 2J'dui, (8)

wobei vorausgesetzt ist, dass der Integrationsweg zwischen (x^, y^
und {x^, y.^ die Querschnitte a^, hi (1 = 1, . ., p) und die Linien 2^
und Sg nicht schneidet. Der allgemeinste Werth, den die Integral-
function iv^^ durch Abänderung des Weges zwischen zwei Grenz-
punkten (I, Yi) und {x, y) in T annehmen kann, wird erhalten, indem
man zu w^^ den Ausdruck hinzufügt:

p x^

m2i3t -{- 2^ Yii
I dUi, (9)

wo m und die w,- ganze Zahlen sind.

Aus der Definition (I) ergeben sich zwei wichtige Sätze. Seien w'^,,

Wq2, w^2 u. s. w. Normalintegrale 3. Gattung mit denselben Grenz-
punkten (I, rj) und {x, y) und sei vorerst angenommen, dass ihre lute-
grationswege zwischen diesen Grenzpunkten in der einfach zusammen-
hängenden Fläche T' (mit der von den Rändern der Schnitte «.-, hi, d,
^07 ^i; ^2 • • gebildeten Grenzlinie) verlaufen, so gelten die Glei-
chungen

^12 + «% = 0, w^2 -f W^Q 4- W^j = u. s. f. (10)

Denn die linken Seiten dieser Gleichungen sind Integralfunctionen,
die in keinem Punkt der Fläche oo werden und längs der Linien
^0? Si, ^2; • • stetig sind; sie stellen daher Integrale 1. Gattung dar

(§ 15). Diese reduciren sich aber auf Constanten, da auch die Perio-
dicitätsmoduln an den p Querschnitten «, gleich sind (§ 15 Satz IIa)
und diese Constanten sind 0, weil die Grenzpunkte der Integrale die
nämlichen sind.

Schreibt man die Gleichungen (10) in der Form
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(11) M?i2 = — «^'21; w;i2 = %o — «^'20?

so hat man die Sätze:

(II) Das Normalintegral 3. Gattung ändert sein Zeichen,
wenn man die zwei logarithmischen Unstetigkeitspunkte
vertauscht.

(III) Ein Normalintegral 3. Gattung w^^ mit den Unstetig-
keitspunkten {x^, yi) und (xg, 1/2) ist gleich der Differenz

zweier Normalintegrale 3. Gattung, die nur in je einem
der Punkte {x^, y^ und {x^j y^ und ausserdem in dem näm-
lichen dritten, beliebigen Punkt {xq, y^) logarithmisch 00

werden; für diesen Punkt (Xq, y^) bleibt das Integral w^,^

stetig.

Lässt man die Beschränkung, dass die Wege der Integrale in

(10) und (11) nur in T' verlaufen sollen, fallen und nimmt dieselben

beliebig in der mehrfach zusammenhängenden Fläche T, so gelten die

nämlichen Gleichungen (10) und (11), nur mit dem Zusätze, dass zu

jedem Integral noch eine Constante hinzutreten kann, die sich linear

und ganzzahlig aus den Periodicitätsmoduln der Integrale an den

Schnitten hi und ß,,, S^, £3? • • zusammensetzt und von dem Weg des

betreffenden Integrals in T abhängt.

Wir kommen schliesslich zur Bildung des Integrals 2. Gattung,
d. h. eines Integrals, das nur in einem Punkt {x^, y^) 00 wird und

zwar algebraisch 00 wie A-^ (x — Xi)~^. Ein solches Integral lässt

sich in ähnlicher Weise herstellen, wie das Integral 3. Gattung. Be-

stimmt man nämlich eine rationale Function von (x, y), welche

== 0^ in jedem der n Punkte (x = 00, y = cjo),

= cx)^ in jedem der oo Yerzweigungspunkte,

= oo^ wie — ^i (x — Xj)~^ in dem Punkt (x^, yi),

so ist das Integral dieser Function, vermehrt um ein Aggregat von p
linear unabhängigen Integralen 1. Gattung, das allgemeinste Integral

2. Gattung mit dem ünstetigkeitspimkt {x^, y^).

Indem man dies Integral durch A^ dividirt und die Coefficienten

der Integrale 1. Gattung passend bestimmt, erhält man das Normal-
integral 2. Gattung t^, das wir so definiren:

(IV) Das Normalintegral 2. Gattung t^ mit dem algebrai-

schen Unstetigkeitspunkt {x^, y^) ist so bestimmt,
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1) dass es in (a;^, ?/,) <x> wird wie {x — ^^)~^,

2) dass die Periodicitätsmoduln an den p Querschnitten

üi sämmtlich = sind.

Man bildet indess das Normalintegral 2. Gattung t^ einfacher

durch einen Grenzübergang aus dem Normalintegral 3. Gattung ii\.^.

Hierzu dient die zweite Gleichung (11). Lässt man in derselben

(^2> ^2) unendlich nahe an (x^, y^) heranrücken, so werden zunächst

beide Seiten unendlich kleine Grössen. Dividirt man beiderseits durch

die constante Grösse x^ — x.^, so hat man den Grenzübergang

lim -^'*- = lim '-^o-II-^o _ i*^ . (12)
Xl= Xl ^l ~ ^« Xt= X, ^l ~ ^2 ^^1

Dieser Ausdruck stellt nun ein Integral 2. Gattung dar und zwar

grade das in (IV) definirte Normalintegral tj^ . Denn nach dem Ver-

halten von Wjo hat der Ausdruck (12) folgende Eigenschaften:

Er wird nur 00 in (Xi, y^) und zwar wie ^ -={x— ^i)~';

er bleibt dagegen in {x^, y^ endlich, da w^^ hier endlich ist.

Die Periodicitätsmoduln von (12) an den Querschnitten a, sind 0,

wie die von ic\.^ oder w^^^ selber.

All den Querschnitten S sind die Periodicitätsmoduln von (12)

ebenfalls = 0, da sie für w^^^ oder w^q gleich -j- 21% waren.

Bei der Bildung des Differentialquotienten (12) ist wesentlich,

dass das Integral ^<;,„ bereits normirt ist, oder dass der Coefficient

des Logarithmus in der Entwicklung von w^q in der Umgebung von

(.'/'i, ?/i) gleich — 1, also unabhängig von (x^, y^) ist. Wäre dieser

Coefficient abhängig von (x^, y^), so würde man durch Differentiation

von Wn^ nach x^ ein Integral erhalten, das in (a;,
, y^) zugleich algebraisch

und logarithmisch 00 wäre.

Man hat so den Satz^):

(V) Das Normalintegral 2. Gattung ti mit dem Unstetig-
keitspunkt (x^, y^) ist

k='-^:-, (13)

d. h. es ist gleich der Ableitung des Normalintegrals
3. Gattung m;,^ nach x^, wobei der Punkt (x^, 2/0) ganz be-

liebig ist.

Aus (8) folgt, dass der Periodicitätsmodul von f^ an dem Quer-

schnitt hi den Werth hat

1) Riemann, Ges. W. S. 100.

stahl, Abel'acho Functionen.
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(14) *+ - (^ = 2 -^J'dn< = - 2 Ql'
wie auch im § 18 (II) noch besonders gezeigt wird.

Der allgemeinste Werth, den das Integral t^ durch Abänderung

des Integrationsweges in T annehmen kann, wird daher erhalten, in-

dem man zu ^^ den Ausdruck addirt

(16) 2^«'(Sl'
wo die tii beliebige, ganze Zahlen sind.

In ähnlicher Weise, wie oben, findet man, dass ein Integral, das

nur in einem Punkt {x^, y^ oo wird, und zwar wie {x — x^~'^ oder

wie 2 {x — iCi)~^ u. s. f. und das an den Querschnitten a^ die Perio-

dicitätsmoduln hat, identisch ist mit der 1., 2., . . Ableitung von t^

nach a:^ oder mit der 2,, 3., . . Ableitung von w^^q nach Xi . Auch diese

Integrale lassen sich leicht direct bilden.

Umgekehrt kann man nach (13) das Integral Wj^^ durch einen

Integrationsprocess aus dem Integral 2. Gattung herleiten. Ist näm-

lich tQ ein Normalintegral 2. Gattung mit dem ünstetigkeitspunkt

(Xq, t/o), so ist nach (11) und (13)

(16)
^12=J ^O^Xq,

oder, wenn -~ als rationale Function von {x, y) und (Xq, y^ mit

ip (a;; x^ bezeichnet wird,

(17) Wi2 = f
dx 1 f (ic; Xq) üXq.=

I
dx

I f (x-^

Das Normalintegral 3. Gattung kann also auch erhalten werden

durch zweimalige Integration einer algebraischen Function.

§ 17. Zerlegung des allgemeinen Integrals.

Wir kehren zurück zu dem allgemeinen, Abel'schen Integral

(1) W= fP(x,y)dx

und zeigen, wie sich dasselbe aus Litegralen der drei Gattungen zu-

sammensetzen oder in solche zerlegen lässt.

Man nehme zuerst an, es sei die Form von W (1) gesucht und
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es seien zu diesem Zweck die Unstetigkeitspunkte von W und die

Entwicklungen von W in der Umgebung derselben gegeben. Die

Unstetigkeitspunkte von W seien einfache Punkte im Endlichen von T
mit den Coordinaten (xi, yi) (l = 1, . ., vn) und die Entwicklung von

W in der Umgebung des Punktes (xi, yi) sei

wo ^^ Ai = ist, wo ferner die Glieder mit negativen Exponenten

in endlicher Zahl auftreten und ^ (a; — Xi) eine aufsteigende Potenz-

reihe bezeichnet. Eine Betrachtung, ähnlich der zu Anfang des § 16

angestellten, zeigt, dass P{x, y) die bestimmte Form

P{x,y) = Q^:F'(y) (2a)

haben muss, wo O eine beliebige, adjungirte Function vom Grade

n — 3 und Q{Xf y) eine rationale, gebrochene Function von gleichem

Grade im Zähler und Nenner ist, welche die Punkte (xi, yi) zu oo

Punkten erster oder höherer Ordnung hat. Man gelangt aber zur

Lösung der gestellten Aufgabe und damit indirect zur Bildung der

Function Q unmittelbar mit Hilfe des in § 16 definirten Normal-

integrals 3. Gattung. Bildet man nämlich aus den oo Punkten {xi, yi)

und den Coefficienten Äi, Bi, Ci, Di, . . den Ausdruck

in welchem der Punkt (a;^, y^) ganz willkürlich ist, so ist die Diffe-

renz zwischen W und der Function (3) in allen Punkten der Fläche

T endlich, in (xi, yi), weil sich die unstetigen Glieder aufheben, in

{^0} y^y '^^^^ /, Äi = ist. Die Differenz ist daher ein allgemeines

Integral 1. Gattung, das sich aus den p Normalintegralen 1. Gattung

Ui, . .,Up mit p Coefficienten fi^, . ., fip zusammensetzt. Man hat folg-

lich für JV den Ausdruck

W=^ (- Ai<c>o + J5, -^^ + a -~^ + -) +^i^*t*. + Const. (4)
1= 1 ' ' A=l

Kennt man weiter die Periodicitätsmoduln M^, . ., Mp von W
an den Querschnitten a^, . ., aP, so erhält man noch p Gleichungen

zur Bestimmung der p Coefficienten fi^.

Ist umgekehrt W oder F{x, y) in (1) gegeben und die Zer-

legung (4) gesucht, so ermittelt man auf algebraischem Wege die

Unstetigkeitspunkte von Pix, y) und zu jedem derselben die Reihen-
9*
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entwicklung dieser Function. Damit sind die Punkte (xi, yi) und die

zugehörigen Coefficienten Ai, Bi, Ci, . . gegeben, aus denen man den

Ausdruck (4) bilden kann. Dies -gibt den Satz:

(I) Ein System von hinreichenden und unabhängigen

Stücken zur Bestimmung eines Abel'schen Integrals be-

steht

1) in den ünstetigkeitspunkten {xi, yi) und den zugehöri-

gen Entwicklungscoefficienten Ai, Bi, Ci, . . mit der Be-

dingung ^^ Ai = und

2) in den Periodicitätsmoduln an p der 2p Querschnitte

üi, hi oder auch in den reellen Theilen der Periodicitäts-

moduln an allen 2p Querschnitten.

Durch diese Stücke ist das Integral bis auf eine additive Con-

stante bestimmt. Bei Riemann ergibt sich der Satz (I) wieder als

specieller Fall des Dirichlet'scheu Princips.

Differentiirt man die Gleichung (4) nach x, so erhält man für

die rationale Function P{x, y) eine Zerlegung in eine Reihe von ein-

fachen, rationalen Functionen, die in den ünstetigkeitspunkten von P
in bestimmter Weise oo werden, eine Zerlegung, die sich auch direct

vornehmen lässt.

Man kann diese Darstellungen noch mannigfach abändern, indem

man auf der rechten Seite in (4) die Integrale 2. Gattung zum Theil

durch eine rationale Function von (x, y) und die Integrale 3. Gattung

zum Theil durch den Logarithmus einer rationalen Function von (x, y)

ersetzt.

So lässt sich z. B. ein Integral W, das in einer beliebigen Zahl

w von Punkten {xi, yi) (Z = 1, . ., m) oo^ wird, bez. wie Bi {x — it;,)~\

darstellen durch ein Aggregat, gebildet aus den p Normalintegralen

1. Gattung Ur, aus p Normalintegralen 2. Gattung U mit beliebigen

Ünstetigkeitspunkten {^r, Vr) (*" = 1? • •> P) '^^^ aus einer rationalen

Function von {x, y).

Denn sind Mi und Ni die Periodicitätsmoduln von W an den

Querschnitten «^ und hj, sind ferner ^j, . ., tp die p Normalintegrale

2. Gattung, bez. mit den ünstetigkeitspunkten (Ij, rj^), . ., (|p, tj^),

sind endlich m, , . ., Up die p Normalintegrale 1. Gattung und bildet

man das Integral (r = 1, . ., p):

W -\-y', Vrtr'- J>j jlrUr, (5)
r r

SO lassen sich die 2p constanten Coefficienten ^ir, Vr so wählen, dass

die 2p Periodicitätsmoduln von (5) an den Querschnitten a», h, sämmt
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lieh versciiwinden. Dabei bestimmen sich die 2p Grössen fi^, Vr nach

(11) § 15 und (14) § 16 aus den 2p Gleichungen (i =1, .
., p):

Mi — ^iTti = 0, Ni~ 2^ Vr {-^)^ —^ ilrttir = 0,

r r

(du^\ du-
WO l-r— ) der für (1^, ^r) gebildete Werth von -^ ist. Es ist

daher nur noch die Bedingung hinzuzufügen, dass die Determinante,

/Su.\
gebildet aus den Grössen \-^) {i, r = 1, . ., p), nicht verschwinden

darf. Nach dieser Bestimmung der Grössen ^ir, Vr ist (5) eine ratio-

nale Function B von (x, y), deren oo^ Punkte die m Punkte (xi, yi)

und die p Punkte {^r, "»Jr) und deren Residuen in diesen Punkten bez.

Bi und Vr sind, die sich daher nach § 12 leicht bilden lässt. Damit

ist das Integral W in der angegebenen Weise dargestellt.

Ebenso kann man offenbar ein Integral W, das in m Punkten

(xi, yi) logarithmisch oo wird bez. wie Äi log {x — xi), darstellen

durch ein Aggregat, gebildet aus den p Normalintegralen 1. Gattung,

aus p Normalintegralen 3. Gattung mit beliebigen Unstetigkeits-

punkten und aus dem Logarithmus einer rationalen Function von

{x, y), und man kann allgemein ein Integral W mit beliebigen alge-

braischen oder logarithmischen Unstetigkeitspunkten darstellen durch

ein Aggregat, gebildet aus p Normalintegralen 1. Gattung, aus p
Normalintegralen, die theils 2. Gattung, theils 3. Gattung sind und
aus einer rationalen Function von (x, y) und dem Logarithmus einer

solchen Function.

Wichtiger als diese Darstellungen sind die folgenden Anwen-
dungen des Satzes (I), welche die Darstellung einer rationalen Func-

tion von {x, y) durch Integrale 2. Gattung und die des Logarithmus

einer solchen Function durch Integrale 3. Gattung enthalten.

Um eine gegebene rationale Function B{x, y)= B von der

Ordnung m (> p) durch Abel'sche Integrale darzustellen, sei der Ein-

fachheit halber vorausgesetzt, dass die oo Punkte {ßi, y^^) {1=1, . .,m)

von B beliebige, einfache Punkte im Endlichen von T seien, und dass

B in jedem derselben nur in \. Ordnung oo werde, in {ßi, y^^ wie

Bi{x — ßi)~^. Tritt nun in (4) B an Stelle von W, so hat man
dat.

f.

Xi = ßi, Ai = 0, Ci = 0, . . und es folgt, wenn ~ ~ ==
^,^ gesetzt

wird (vgl. (13) § 16), für B der Ausdruck {1=1, . ., m):

B=^B,t^^^B„ (6)
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wo Bq eine Constante ist. Das in (4) auftretende Integral 1. Gattung

fällt hier weg oder die Coefficienten fi^ sind hier 0, weil die Perio-

dicitätsmoduln der Function JR und ebenso der Normalintegrale 2.

Gattung t an den Querschnitten a, sämmtlich sind. Die Gleichung

(6) gibt den Satz^):

(n) Eine rationale Function R(x, y) lässt sich darstellen

als ein Aggregat von Normalintegralen 2. Gattung, deren

Unstetigkeitspunkte die oo^ Punkte und deren Coefficien-

ten die zugehörigen Residuen der Function JR sind.

Das Charakteristische der rationalen Function li, betrachtet als

Abel'sches Integral, besteht darin, dass die 2m Elemente {ßi, y^^ und

Bi nicht willkürlich, sondern durch p Gleichungen an einander ge-

bunden sind (Satz IV § 12). Diese p Gleichungen ergeben sich hier,

indem man die Periodicitätsmoduln an den p Querschnitten hi auf der

rechten Seite der Gleichung (6) gleich setzt, nach (14) § 16 in der

Form (i = 1, . ., p):

Diese Gleichungen sind identisch mit (12) § 13 und stellen das

Abel'sche Theorem für Differentiale 1. Gattung dar, angewandt auf

die Function Ii(x, y). Wir haben an jener Stelle gesehen, wie man

durch Discussion der Gleichungen (7) den Riemann-Roch'schen Satz

findet. In der That war die Darstellung der rationalen Function R
in der Form (6) und der zugehörigen Bedingungsgleichungen in der

Form (7) für Riemann und Roch der Ausgangspunkt zur Herleitung

des Satzes.

Um den Logarithmus einer gegebenen, rationalen Func-

tion R(x, y) durch Abel'sche Integrale darzustellen, muss man nach

(I) von log R wieder die Unstetigkeitspunkte und die zugehörigen

Entwicklungscoefficienten, sowie die Periodicitätsmoduln an den Quer-

schnitten tti kennen. Die m oo^ Punkte von R seien wieder {ßi, y^^,

die m 0^ Punkte (a^, y«^. In der Umgebung dieser Punkte ist für

ßr. R = Bi(x — ß^-^ + -- also logi^=-log(x-^,) + ..

\ai: R = Ai (x — ai)+^ -f • • „ log i? = + log {x— «0 -f

d. h. für die sämmtlichen Punkte ui und ßi ist log R logarith-

misch oo. Tritt nun log R an Stelle von W in (4) ein, so hat man

1) Riemann, Ges. W. S. 100.
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{xi = ßi, Äi= ~ \) und {xi == Kl, Ai = -jr 1) zu setzen, während

Bi, Ci, . . gleich sind. Es folgt daher für log B ein Ausdruck, den

man mit Rücksicht auf die Gleichung o^q — co^^ = co^^ (11) § 16

schreiben kann
m p

log R=^ ö^^ ^^ 4-^ ^;t ^ti -f C.
1= 1 kz=l

Die Periodicitätsmoduln von log R an dem Querschnitt a; (das-

selbe gilt von bi) müssen ganzzahlige Vielfache von 2 in sein, also

von der Form m,2/Ä, vfo w,- eine + ganze Zahl (oder 0) ist, die

man erhält, indem man log R von der — zur -j- Seite des Quer-

schnitts tti führt. Hiernach sind die Coefficienten ft,'
== 2 m,- und man

hat die Gleichung

log R=^ (Oß^ a, + 2^ m, «, + C (9)

oder den Satz:

(III) Der Logarithmus einer rationalen Function R(x, y)
lässt sich, abgesehen von einem Integral 1. Gattung, dar-

stellen als eine Summe von Normalintegralen 3. Gattung,
deren Unstetigkeitspunkte die oo^ und 0^ Punkte der Func-
tion R sind.

Das Charakteristische des Logarithmus einer rationalen Function

Rix, y), betrachtet als Abel'sches Integral, besteht darin, dass die

2m Elemente {ßi, y^^ und (a^, ya) nicht willkürlich, sondern durch p
Gleichungen an einander gebunden sind. Diese p Gleichungen er-

geben sich hier, indem man die Periodicitätsmoduln an den Quer-

schnitten hi auf beiden Seiten der Gleichung (9) gleich setzt, nach

(8) § 16 in der Form (i = 1, . ., p):

?/dui = Uiici. (10)

Ä

Die ganzen Zahlen w,- in diesen Gleichungen hängen von den

Integrationswegen zwischen den Punkten ßi und a^ ab und können

durch passende Wahl derselben auch = gemacht werden. Die

Gleichungen (10) stellen das Abel'sche Theorem für Integrale 1. Gattung

dar, angewandt auf die rationale Function R{x, y)] sie werden in § 20
eingehender untersucht.
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§ 18. Beziehungen zwischen zwei Abel'schen Integralen.

In den §§ 14— 17 wurden die Eigenschaften und die Bilduugs-

weise der Abel'schen Integrale besprochen. Wir fragen jetzt nach den

Beziehungen der Abel'schen Integrale zu einander. Es besteht eine

allgemeine Formel^) zwischen den Elementen zweier belie-

bigen Abel'schen Integrale V und W, aus der sich durch Spe-

cialisirung von V und W eine Reihe von Sätzen und Darstellungen

ergibt, die sich auf das Verhalten der drei Gattungen von Integralen

zu einander und auf ihr Verhalten zu den rationalen Functionen be-

ziehen.

Es seien zwei Abel'sche Integrale gegeben, V mit den Unstetig-

keitspunkten (oci, yi) (l ^ l, . ., m) und W mit den Unstetigkeits-

punkten (^z, rjx) (/l = 1, . ., ft) in der Verzweigungsfläche T. Man
schliesse diese Punkte durch kleine Kreise aus, lege ferner die Quer-

schnitte tti, bi, d (i = 1, . .,p) und von dem Punkte (dem gemein-

samen Punkte der Schnitte d) nach den um die Punkte {xi, yi) und

(1^5 V^) gezogenen Kreisen weitere Schnitte S^ und £^, die weder ein-

ander noch tti, hi, Ci schneiden und wähle endlich den -|- und — Rand

an jedem dieser Schnitte, wie in Figur 8 S. 104. In der so aus T
entstandenen, einfach zusammenhängenden Fläche T' sind die Inte-

grale V und W eindeutig und stetig und es ist folglich nach dem

Cauchy'schen Fundamentalsatz -) über die Integration im complexen

Gebiet

(1) JVdW=0,
wenn dies Integral etwa in positiver Richtung (im Sinne der Pfeile

in Fig. 8) über die ganze Begrenzung von T' ausgedehnt wird. Die

in Rede stehende Gleichung ergibt sich nun aus (1), indem man für

das Integral die von den einzelnen Querschnitten der Fläche T', sowie

die von den Kreisen um die Punkte (xi, yi) und (|;i, rix) herrührenden

Beiträge bestimmt. Was die Querschnitte betrifft, so kommen die

Linien d nicht in Betracht, weil für sie, wie früher bemerkt, die

Periodicitätsmoduln jedes Abel'schen Integrals gleich sind. Für die

übrigen Schnitte a,-, &j, 2^ und Six lässt sich mit Hilfe der Periodici-

1) Das Princip zur Herleitung dieser Formel durch Auswerthung des Rand-

integrales (1) ist von Riemann (Ges. W. S. 124 und 133) für einen speciellen Fall

entwickelt und von Clebsch-Gordan, Ab. F. S. 114ff. (1866) zur Ableitung

weiterer Relationen benutzt worden. Die allgemeinste, derartige Formel hat

Herr Prym (Journ. für Math. Bd. 71. S. 305) (1869) gegeben.

2) S. etwa Durege, Elemente der Theorie der Functionen. 4. A. § 18.
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fätsmoduln der Weg des Integi'als (1) bescliränken auf den -f- Rand

dieser Schnitte.

Wir machen vorerst vereinfachende Annahmen, die sich später

leicht aufheben lassen, nämlich, dass die Unstetigkeitspunkte {xi, yi)

und (^x, '^x) vreder in Verzweigungspunkte noch ins Unendliche von T
fallen, dass keiner der Punkte {xi, yi) mit einem der Punkte (|a, vix)

zusammenfalle, und dass V und W algebraisch nur bis zur ersten

Ordnung oo werden. Es sei also in der Umgebung von

(x,, yd- V- C, log {x - xi) -{-B^ix- x,)-' + ^i(x- x;)A

(I,, ri,):W== C, log (x - 10 + ü,{x- !,)-! -{-Px{x- b),\ ^
^

wobei ^a^O, 2Ca = (3)
l X

ist und ^i (x — xi) und Px (x — |;.) aufsteigende Potenzreihen bez.

von {x — Xi) und {x — |a) bedeuten.

Ferner sei in der Umgebung von

(fa,r;.): F= Ff, + (r - |,) (|^-)_,+

Endlich seien die Periodicitätsmoduln von

w

(5)

Y an «,- : iü/,, an &,- : ^•,

W „ ai\ M,-, „ li\ N,.

Unter diesen Voraussetzungen bestimmen sich die Beiträge zu

dem Integral (1) folgendermassen (Fig. 8):

1) Für die Querschnitte «/, 6,- sind die Werthe von dW vci. zwei

entsprechenden Punkten zu beiden Seiten jedes Querschnittes

gleich und von entgegengesetzten Vorzeichen; ferner ist an

üi : V+ -¥- = Mi, &, : F+ - F" = JV,-;

folglich ist, da die positive Grenzrichtung

auf der -{- Seite von ai von dem — zum + Rande von &,,

führt, der Beitrag zu (1) für

+ +

an MiJdW= MiHi, h: nAdW= ~ A^.M,,
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+

WO / andeutet, dass das Integral nur noch längs der -{- Seite

des Querschnitts a, im Sinne des Pfeiles zu nehmen ist. Demnach

ist der Gesammtbeitrag von allen Querschnitten a,-, hi

zum Integral (1)
p

(6) =^(ilf,N,-iV,M,).
»•=1

2) Für den Schnitt S;. ist V+ — V- = 0, also ist der Beitrag

von sämmtlichen Schnitten 2x zum Integral (1) =0.
Für den Schnitt £j ist F+

—

V~ = 2ijtCi, also ist der

Beitrag zum Integral (1)

2i7t Cr ldW= 2i7tCifdW.i7tCiJdW=2i7cCifi

Daher ist der Gesammtbeitrag von allen Schnitten 2^ zum

Integral (1)

(7) = 2i7t^ CifdW.

3) Für den Kreis um (|a, rjx) erhält man nach (2) und (4), indem

man in der Entwicklung von V -r— in der Umgebung von (|;, rjx)
(JL CG

die Glieder mit {x — %x)~^ zusammenfasst, als Beitrag zu (1)

(8)

= -2«[C.n.-D.(g)J.

Für den Kreis um (xi, yi) findet man in ähnlicher Weise

als Beitrag zu (1)^)

1) Da flog (x — ajj) dx und eben jedes ßx — xf log {x - x^) dx = ist,

wenn fc > 0, wie sich durch theilweise Integration ergibt.
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Fasst man die Beiträge (6) bis (9) zusammen, so erhält man aus

(1) die gesuchte fundamentale Gleichung:

l
•*•'

-i

p

+2^2;(^'N.-ÄM,)=o.
(10)

Die Lage des Punktes ist von keinem Einfluss, da ^ Q =
und ^ C;. = ist.

.Wir heben nachträglich die bei der Herleitung der Gleichung

(lOj gemachten, vereinfachenden Voraussetzungen auf. Zunächst war

angenommen, dass die Integrationswege Oxi und O^x in T weder ein-

ander noch die Querschnitte rt,, hi schneiden. Lässt man diese Be-

schränkung fallen, also die Wege Oxi und Oi^z ganz beliebig in T

verlaufen, so ist jedes der Integrale jdW und fdV, so oft der Weg

Oxi oder O^i einen der Schnitte a,, &,-, Sj, Qu von der + zur —
Seite überschreitet, um den zugehörigen Periodicitätsmodul zu ver-

mehren. Die linke Seite in (10) ist daher bei allgemeinen Integra-

tionswegen in T um eine Summe von ganzzahligen Vielfachen von

sämmtlichen Periodicitätsmoduln der Integrale CiJdW und Ox fdV
zu vermehren, d. h. um einen Ausdruck der folgenden Form

H-2^aKM,+ «,N,) -^ ^CifiziMi + vxiNi), (10a)

l i X i

WO die m, n, fi, V ganze Zahlen sind, die von den gewählten Inte-

grationswegen abhängen. Dieselbe Bemerkung gilt für die späteren

aus (10) abgeleiteten, specielleu Gleichungen.

Ferner war vorausgesetzt, dass in den Entwicklungen (2) die

algebraisch unendlichen Glieder nur von der ersten Ordnung seien.

Nimmt man in den Entwicklungen (2) noch Glieder auf, die in höherer

Ordnung oo sind, so treten in (10) noch Aggregate mit höheren Ab-

leitungen von V und W hinzu, wie sich ergibt, wenn man die Ent-

wicklungen auch in (4) fortsetzt. Es wurde endlich angenommen,

dass die ünstetigkeitspunkte (xi, yi) und (|^, tj^) der Integrale V
und W weder in Verzweigungspunkte noch ins Unendliche von T
fallen. Um ganz allgemein zu verfahren, seien Si und öi zwei Grössen,

die bez. in {xi, yi) und {i,x, '^x) unendlich klein von der ersten Ord-

nung sind, so dass
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1

ClOb"!
lSi = x~Xi, oder (x ~ Xi)"^ , oder x-\

i5i=X — %x, „ (x—^;,y^, „ X-\

je nachdem {xi, yi) und (1^, n^) im ersten Falle einfache Punkte, im
zweiten Falle Verzweigungspunkte der Ordnung ^i und vx sind, im
dritten Falle zu den n Punkten (x = <X), y == oc) gehören. Ferner
sei in der Umgebung von

(x,, y,) F= a log s,+D,s7'-{- % (si),

(Ia; m) TT= C, log 6x + D, 67' + Pa {6x),

wobei wieder ^ ^'^ = 0, ^ C;i = 0,

und es sei in der Umgebung von

(x„y,) Tr=Tf.^ + T,s, +..

Die Grössen Ti und T^ sind nur für Si = x— Xi und 6x-=x— ^^

bez. gleich (-^) und (j^), ; für die anderen Fälle hat man die

Substitution (10b) zu machen und die Entwicklung auszuführen.

Wiederholt man die Berechnung der Beiträge zum Integral (1), so

zeigt sich, dass in (8) und (9) und folglich auch iu (10) an Stelle

von
l-j~l^ und (j~j, die Grössen Ti und T^ treten, während alles

andere ungeändert bleibt.

Wir leiten zunächst aus der allgemeinen Formel (10) einige spe-

cielle Sätze ab, die sich auf die Periodicitätsmoduln der drei

Gattungen von Abel'schen Integralen beziehen, nämlich der

Normalintegrale 1. Gattung w* (Ä; = 1, . ., p), des Normalintegrals

2. Gattung 4, mit dem algebraischen Unstetigkeitspunkt (a;,, y^) und

des Normalintegrals 3. Gattung w^.x^ mit den logarithmischen Un-

stetigkeitspunkten (x^, y^) und {x^, y^).

Es sei W= ujc, also

Ca = 0, 0^ = 0, Mi = 0, Mk = 7ti, Ni = a.i (i, Je = 1, . ., p).

Dann folgt aus (10)
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Setzt man in (11) der Reihe nach

V=ui also Ci= 0, Di^ö, Mi=0, Mi= %i, Ni= au

y=t-. V Ci= 0, A=l; Mi= 0, (12)

r=w,^,, „ C, = -l, 6\=+ l,D,= Z)2= 0, ilf,=0,

so erhält man die Gleichungen (h, l = \, . ., p):

dkl = an, (13)

^^--2(^1, (14)

Nu = 2 [£duk —f/^k] = 2jduk

.

(^^^

Die Gleichungen (14) ergeben sich auch aus (15) durch den

Dijfferentiationsprocess, der das Normalintegral 3. Gattung in das Nor-

malintegral 2. Gattmig überführt (Satz V § 16).

Die Gleichungen (13) bis (15) enthalten den Beweis der schon

in § 15 GL (17) und § 16 Gl. (8 und 14) benutzten Sätze, nämlich:

(I) Der Periodicitätsmodul des Normalintegrals 1. Gattung
?// an dem Querschnitte hk ist gleich dem Periodicitäts-

modul des Normalintegrals 1. Gattung Uk an dem Quer-
schnitte hl.

(II) Die Periodicitätsmoduln des Normalintegrals 2. Gat-

tung tx^ an den Querschnitten hk sind die mit — 2 multi-

plicirten Ableitungen der p Normalintegrale 1. Gattung
Uk nach x, gebildet für den Unstetigkeitspunkt x^.

(III) Die Periodicitätsmoduln des Normalintegrals 3. Gat-

tung Wx^ x^ an den Querschnitten hk sind gleich den mit 2

multiplicirten, zwischen den Unstetigkeitspunkten x^ und

X2 genommenen Normalintegralen 1. Gattung Uk, wenn der

Integrationsweg zwischen x^ und x^ die Querschnitte «,, ?>,

nicht schneidet.

Die Gleichungen (13) beziehen sich auf das System der p Normal-

integrale 1. Gattung «1, . ., Ujj und die zugehörigen Periodicitäts-

moduln. Betrachtet man statt dessen ein beliebiges System von p
linear unabhängigen Integralen 1. Gattung v^, . ., Vp, deren Perio-

dicitätsmoduln an den Querschnitten a,, &, durch das Schema (7) § 15

gegeben sind, so hat man in (10) zu setzen

V=Vk, W=vr, M,^Aik, N,^B,k, M, = J.,-,, N,- = 5,-,
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und erhält daher zwischen den Periodicitätsmoduln der Integrale

V, , . ., Vp die Relationen (h, Z = 1, . ., p)\

p

(16) ^{AaB,i — ÄnJBn) =

und damit den Beweis der Gleichungen (9 a) § 15.

In ähnlicher Weise wie die Sätze über Periodicitätsmoduln er-

geben sich gewisse Vertauschungssätze für die Abel'schen

Integrale. Setzt man in der Gleichung (10) der Reihe nach

ir=t^^, w=t.j, ir=t,,, w=^w^^^:), {r=w,,,,, w=iv^,Q,

so erhält man die folgenden Gleichungen

(1«) ß'" = - c^-h

(19) / dw^^ 1^ =/ dw^^ r^ .

Auch hier lässt sich wieder (17) aus (18) und (18) aus (19) ab-

leiten durch den Differentiationsprocess, der das Normalintegral

3. Gattung in das Normalintegral 2. Gattung überführt. Die Gleichungen

(17) bis (19) geben die Sätze:

(IV) In der Ableitung des Normalintegrals 2. Gattung mit

dem Unstetigkeitspunkt x^ nach x, gebildet für den Punkt
x^, kann man x^ mit x^ vertauschen. (Vertauschungssatz

der Normaldifferentiale 2. Gattung.)

(V) Das Normalintegral 2. Gattung 4o> genommen zwischen

den Grenzen x^ und x.^, drückt sich algebraisch aus durch

die Ableitung des Normalintegrals 3. Gattung Wx^x^ nach

X, gebildet für Xq.

(VI) In dem Normalintegral 3. Gattung w^^x^, genommen
zwischen den Grenzen t,y und ^g» kann man die Unstetig-

keitspunkte Xy, x^ mit den Integrationsgrenzen l^, ^g

vertauschen. (Vertauschungssatz der Normalintegrale 3.

Gattung.)

Man nennt in einem Integral 3. Gattung die Coordinaten der
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CJnstetigkeitspunkte die Parameter und die Coordinaten der Grenz-
punkte die Argumente und bezeichnet demgemäss den Satz (VI) als
den Vertauschungssatz von Parameter und Argument.

§ 19, Das AbePsche Theorem^).

Man erhält weiter eine Reihe wichtiger Relationen, die in ihrer
Gesammtheit das Abel'sche Theorem vorstellen, indem man, wie
vorher zwei Abel'sche Integrale, so jetzt ein Abersches Integral mit
einer rationalen Function oder mit dem Logarithmus einer solchen
Function combinirt.

Es sei R{x, y) eine beliebige, rationale Function von der Ord-
nung m mit den m oo^ Punkten {\, 2/*J, .., (&«, y,J oder kurz &„ . ., &,
und den m 0^ Punkten {a„ ^„J, . ., (a^, y^J oder kurz a„ . ., «,„,
die sammthch einfache Punkte im Endlichen von T seien. Es ver-
halte sich in

li'. R wie Bi{x — &;)-!, also log R wie — log {x — bi)
|

ar. R „ A,{x-aO+\ „ log R „ ^ log (x - a^) . ]
^^^

Für eine zweite rationale Function P(x, y) sollen ax, ßx, Ai, B^
dieselbe Bedeutung haben wie a,, &,, Ai, Bi für R{x, y).

Setzt man in (10) § 18 zuerst F= 1, Tr=logP, so erhält
man den Satz, dass für jede rationale Function P{x, y) die Zahl der
oo^ Punkte und der 0^ Punkte dieselbe ist (vgl. § 7 Satz II und § 14
Satz V); setzt man V=l, während W ein allgemeines AbeFsches

Integral bleibt, so erhält man die Gleichung ^ C^ = 0, d. h. den
Satz, dass für jedes AbeFsche Integral die Summe der Coefficienten
der logarithmischen Glieder verschwindet (vgl. § 14 Satz III).

Man setze nunmehr

F=E, also Ci = 0, Di = Bi, Mi = 0, JV^- = 0;

dann geht (10) § 18 über in

2Mn;^2[o^m-o.muo. (2)

Diese Gleichung enthält das Abel'sche Theorem für das all-
gemeine AbeFsche Differential dW; wir geben demselben am
Schluss dieses § eine bestimmte Fassung (Satz VI).

1) Abel, Oeuvres completes I. S. 145 (1826) und S. 515 (1829). Riemann,
Ges. W. S. 116 ff. Clebsch-Gordan, Abel'sche Functionen S. 44 u. 127 (1866)!
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Nimmt man in (2) für W der Reihe nach die Functionen

P, log P, U/c, t^,, Wx,x^,

so folgen die Gleichungen

Die dritte dieser Formeln gibt den früher auf anderem Wege
hergeleiteten Satz (vgl. (7) § 17 und (11) § 13):

Zwischen den m cx)^ Funkten hi und den zugehörigen
m, Residuen Bi einer rationalen Function It(x,y) von der

Ordnung m bestehen die p Gleichungen (5).

Man setze ferner in (10) § 18

V= ]og R, also Ci=— 1 für Xi= hi und Ci= -\-l für Xi=^aiy

und Di= für alle Xi, Mi=mi2in, Ni=ni2in,

wo nii, rii bestimmte ganze Zahlen sind (vgl. 17). Dann folgt aus

(10) § 18

Auf der linken Seite wäre noch der Ausdruck

(8 a) —^ {Mi Ni — tii Mi)
i

hinzuzufügen. Man kann denselben, da er eine allgemeine Periode

des Integrals W darstellt, weglassen, wenn man die Integrationswege

von jdW zwischen den Punkten ai und hi passend wählt, wie im

Folgenden vorausgesetzt sein soll.

Die Gleichung (8) enthält das Abel'sche Theorem für das

allgemeine Abel'sche Integral W, nämlich:
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(I) Die Summe der Werthe eines allgemeinen Abel'schen

Integrals W, genommen zwischen zwei Systemen von.

Punkten hi und a,, in welchen eine rationale Function

R(x, y) die Werthe oo^ und 0^ annimmt, ist eine ratio-

nal-logarithmische Function der Coordinaten der Un-
stetigkeitspunkte von W und der Coefficienten von R.

Nimmt man in (8) für W der Reihe nach die Functionen

log P, Mt, 4, , i6'^, ^^

,

so erhält man, unter 11 ein Productzeichen verstanden,

2S
c

21

du, =0 (/• = !, ..,i)), (10)

»i

dw,^,^ = (log R),, - (log R)^ . (12)

Die Gleichungen (9) bis (12) enthalten die Sätze:

(II) Der Quotient der Producte, gebildet aus den Werthen
einer rationalen Function R für die 0^ und oo^ Punkte
einer andern rationalen Function P, ist gleich dem Quo-
tienten der Producte aus den Werthen von P für die 0^

und oo^ Punkte von R.

(III) Für jedes Normalintegral 1. Gattung Uk ist die Summe
der Integrale, genommen zwischen zwei Punktsystemen,
in welchen eine rationale Function R die Werthe 0^ und
oo^ annimmt, gleich 0.

(IV) Für jedes Normalintegral 2. Gattung tx^ ist die Summe
der Integrale, genommen zwischen zwei Punktsystemen,
in welchen eine rationale Function R die Werthe 0^ und
oo^ annimmt, gleich einer rationalen Function der Coordi-

naten des ünstetigkeitspunktes x^.

(V) Für jedes Normalintegral 3. Gattung Wx^x^ ist die Summe
der Integrale, genommen zwischen zwei Punktsystemen,
stahl, Abel'schft Functionen. 10
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in welchen eine rationale Function R die Werthe 0^ und
oo^ annimmt, gleich dem Logarithmus einer rationalen

Function der Coordinaten der Unstetigkeitspunkte x^

und X2.

Die Sätze III bis V gelten nach (10) nicht blos für die Normal-

integrale, sondern auch für die allgemeinen Integrale der 1., 2., 3.

Gattung; sie bilden das Abel'sche Theorem für die Integrale

der drei Gattungen.

Die Gleichungen (7) und (12) lassen sich in folgender Weise

umformen. Nach dem Vertauschungssatz der Integrale 3. Gattung

(19) § 18 ist

Die Gleichung (7) geht daher, wenn man noch x für x^ und Xq

für X2, ferner R und Bq für {R)^ und (-R)xo schreibt, über in

X

(13) R-R,^^Bj'dU^').

Ebenso geht (12), wenn man den Vertauschungssatz der Integrale

3. Gattung anwendet, über in

X

(14) log R — log R, ==^J dw,^ ai
.

Die Gleichungen (13) und (14) sind nichts anderes, als die früher

gefundenen Gleichungen (6) und (9) § 17. Sie enthalten die Dar-

stellung einer rationalen Function durch Integrale 2. Gat-

tung und des Logarithmus einer solchen Function durch

Integrale 3. Gattung. Der Unterschied in der Form der Gleichung

(14) von der früheren Gleichung (9) § 17, wo noch ein allgemeiner

Periodicitätsmodul des Integrals 3. Gattung auftritt, erklärt sich dar-

aus, dass hier die Integrationswege speciell, früher allgemein ge-

nommen waren.

Von Interesse ist noch folgende Bemerkung. Zwischen der alge-

braischen Gleichung (2) und der transcendenten Gleichung (8), die

durch die Substitutionen V=R und F= log i^ aus (10) § 18 ge-

wonnen wurden (und ebenso zwischen den aus (2) und (8) durch

Specialisirung abgeleiteten Gleichungen) besteht ein enger Zusammen-

1) Riemann, Ges. W. S. 100.
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hang. Beide Gleicilungen sagen dasselbe aus und lassen sicli eine

aus der andern ableiten. Führt man nämlich statt R eine Function

r ein durch die Substitution

(15)

so dass r in den m Punkten Oi und hi bez. die Werthe a und h an-

nimmt, so geht (8) über in

2'/;^Ty+Jc4iog'^£:-l).-2'o.('';:^--H),=o. (16)

Differenzirt man nach h und berücksichtigt, dass nach (1)

und (15)
db^ , X — 6^ /dx\ /dB dB\ B^

db . r — b \dr h, V dr ' dxJ b, b — a ' ^ ^

so folgt:

Dies ist aber nichts anderes als die Gleichung (2), gebildet für

die Function t statt für die Function R. Denn das Residuum
r —

dieser Function (r— &)~^ für den Punkt hi ist grade der Werth (17).

Die Gleichung (18) lässt sich auf die Form bringen

2'(^.^lfl=2c.(.^.)-' -2^^i^,fi-r^-, (19)

wo rx den Werth von r für {^x, rjx) bezeichnet. Sie stellt, wie schon

bei (2) bemerkt wurde, das Abel'sche Theorem für das allge-

meine Abel'sche Differential dar.

Es ist leicht, die Gleichung (19) direct herzuleiten, in derselben

Weise, wie dies speciell für das Differential 1. Gattung (Gl. 7 § 13)

geschah. In der That, da das Integral W nur in einfachen Punkten
dW

im Endlichen von T oo wird, so ist -5— nach Gleichung (2a) § 17

von der Form QQ : F'y, wo O eine adjungirte Function von F =
des n — 3*®*^ Grades und Q eine rationale, gebrochene Function von

gleichem Grade im Zähler und Nenner ist, die cx) wird in den Punkten

{^x, V^) ^iiid zwar nach (2) § 18 so, dass in der Umgebung von

'^ = Iy = C;i (^ - h)-' - D, (^ - |,)-2 + Pi (^ - 1;^). (19a)

10*
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Man bilde nun, indem man die Function Il(x,y) = Q setzt, wie

in (5) § 13 den Ausdruck

und fiilire in denselben q als unabhängige Variable ein. Bezeichnet

man die m Punkte, für die Ii{x, y) einen bestimmten Werth q an-

nimmt, mit (xi, yi) {1 = 1, . ,, m), so ist die Summe

(21) im-^^y o,^'^i

nach den früheren Darlegungen (§ 13) eine eindeutige Function

von (), da sie in jedem Punkt der p-Ebene nur einen Werth annimmt,

und sie ist weiter eine rationale Function von ^, da sie nur für

eine endliche Zahl von Werthen q und für jeden nur in endlicher

Ordnung oo wird. Um den Ausdruck (21) als Function von q dar-

zustellen, hat man für jeden seiner oo Punkte die Art des oo Werdens

zu untersuchen. Hierbei kommen in Betracht:

1) die Punkte (|^, ii\i), für die Q oo wird und für die q = qi sei,

2) die Punkte (6^, y^^, für die q = oo wird,

3) die Verzweigungspunkte und Doppelpunkte in der Fläche T und

die Punkte (a; = oo, ^ = oo).

Nimmt q einen solchen Werth an, dass einer der m Punkte

{xij yi) mit dem Punkte (|^, rii) zusammenfällt, so wird das ent-

sprechende Glied in (21) = oo^; es ist nämlich für

{x, y) = (1^, rix): Q ~ Qx==^{x~ Ix) (^)^^,

folglich ist nach (19 a)

Wird Q = oo^, so wird jedes Glied in (21) also auch (21) selber

= 01

Denn für einen zu p = oo gehörigen Punkt (&;, ybj verhält sich

Q wie {x — bi)-\ —^ wie {x — h)-^

und folglich der Ausdruck (21) wie (x — &«)+^.

Für die Verzweigungspunkte, die Doppelpunkte und die Punkte

(a; = oo, y = oo) gilt nach unseren Voraussetzungen dasselbe, wie in

dem Falle der Differentiale 1. Gattung, d. h. der Ausdruck (21) nimmt

in diesen Punkten einen endlichen, von verschiedenen Werth an.
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Fasst man dies zusammen, so erhält man für die Summe (21)

als Function von q folgende Darstellung durch Partialbrüche

Deim beide Seiten dieser Gleichung werden als Function von p
in derselben Weise oo; ihre Differenz ist also eine Constante und

diese Constante ist 0, da für q = oo, d. h. für (xi, yi) = (bi, y^^ beide

Seiten in (22) verschwinden.

Hiermit ist die Gleichung (19) direct hergeleitet; denn (22) unter-

scheidet sich von (19) nur durch die Schreibweise.

Bringt man in (22) den allen Gliedern der linken Seite im Nenner
gemeinsamen Factor dg auf die rechte Seite und führt W ein, so

erhält man

2" {dW)., =
J"

[C. ((. - p,)- - 0,
(^1),^ (p - 9,)-^] dp, (23)

(VI) d.h.: Wenn eine rationale Function Ii{x, y) von der an-

gegebenen Art denselben Werth q annimmt in den m
Punkten {xi, yi) {l = \, . ., m), so ist die Summe der oben
definirten Abel'schen Differentiale dW, gebildet für diese

m Punkte, gleich dem Differential einer Function von q
von der Form (23). (Abel'sches Theorem für das allge-

meine Differential.)

Die Integration von (23) nach q zwischen zwei Werthen von q
und den zugehörigen Werthsystemen (xi, yi) führt, wie leicht zu sehen,

zurück zur Gleichung (16), d. h. zum Abel'schen Theorem für das

allgemeine Abel'sche Integral.

§ 20. Das Abel'sche Theorem für Integrale 1. Gattung und seine

Umkehrung. ^)

Das Abel'sche Theorem für Integrale 1. Gattung soll seiner Wich-
tigkeit halber noch eingehender besprochen werden. Dasselbe war
enthalten in den Gleichungen (10) § 19 (1=1,. ., m):

2fdu, = 0, .., ^Jdu,^0, (1)

1) Litteratur s. § 19.
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(1) d.h..: Für jedes Integral 1. Gattung ist die Summe der m
Integrale, genommen zwischen zwei Punktsystemen ai und

hl, in welchen eine rationale Function B(x,y) der Ordnung

m die Wertlie 0^ und cx>^ oder eine rationale Function

r{x, y) die Werthe a und h annimmt, gleich 0.

Hierbei ist vorausgesetzt, dass die Integrationswege zwischen

den Punkten «< und hi die Querschnitte a,, hi (* = 1, • , p) nicht

schneiden^).

Wählt man statt der m Anfangswerthe hi, die einem bestimmten

Werthe & von r entsprechen, ganz beliebige m Anfangswerthe &/*, so

nehmen die Gleichungen (1) die Form an

(2) 2J du^ = q, . ., 2]j ^^^P = ^i'^

wo Ci, . ., Cp Constanten sind, die nur von den unteren Grenzen der

Integrale abhängen. Die Gleichung (2) lautet in Worten:

(II) Für jedes Integral 1. Gattung ist die Summe der Inte-

grale, erstreckt von beliebigen festen Anfangspunkten hi*

bis zu einem System von Punkten hi, in welchen eine ra-

tionale Function rix, y) einen bestimmten Werth h an-

nimmt, constant, d. h. unabhängig von diesem Werth h.

Setzt man r{x, y) in die Form )\{x, y)'r^{x, y), so sind die

Punkte hl diejenigen Punkte in T, für welche r^{x,y) — hr^(x, y) =
ist, mit Ausschluss der Punkte, für welche gleichzeitig ri(x, y) =
und r^ix, y) == ist. Da nun die Constanten Ck in (2) unabhängig

von h sind, da ferner h ein beliebiger Coefficient in der Gleichung

rj — hr^ = ist und dasselbe für jeden Coefficienten dieser Gleichung

gelten muss, so folgt als dritte Form des Abel'schen Theorems:

(III) Für jedes Integral 1. Gattung ist die Summe der Inte-

grale, erstreckt von beliebigen, festen Punkten bis zu

solchen Punkten von T, in denen eine beliebige rationale

Function von (x, y) verschwindet, constant, d. h. unab-

hängig von den Coefficienten dieser rationalen Function.

Deutet man die Gleichung F{x, y) = als Curve vom Grade n

und vom Geschlecht p, so lassen sich die Sätze (I) und (III) geome-

trisch so aussprechen:

1) Es ist wohl nicht zu befürchten, dass die vorübergehende Bezeichnung

von Punkten einerseits und Querschnitten andrerseits durch dieselben Buchstaben

a, b zu Verwechslungen führen könne.
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(la) Für jedes Integral 1. Gattung ist die Summe der Inte-

grale, genommen zwischen zwei Punktsystemen ai und hi,

in welchen zwei algebraische Curven desselben Grades

die Curve F{x, y) = schneiden, gleich 0.

(Illa) Für jedes Integral 1. Gattung ist die Summe der In-

tegrale, erstreckt von beliebigen Anfangspunkten bis zu

einem System von Punkten, in welchen eine algebraische

Curve ü die Curve F(x, y) = schneidet, constant, d. h.

unabhängig von den Coefficienten der Curve C.

Lässt man in (1) die Voraussetzung fallen, dass die Integrations-

wege zwischen den Punkten Oi und hi die Querschnitte «,-, hi nicht

schneiden, lässt also jene Integrationswege ganz beliebig in T ver-

laufen, nur so, dass sie für die p Integrale ttk dieselben sind, so hat

man die linken Seiten in (1) je um eine Summe von ganzzahligen

Vielfachen der Periodicitätsmoduln des betreJffenden Integrales Uk zu

vermehren, wobei die Zahlencoefficienten für alle j) Gleichungen die-

selben sind. Bei allgemeinen Integrationswegen treten somit

an Stelle von (1) die Gleichungen (Je = 1, . ., p):

y, J duk =^ mittik + ttk^i, (3)

wo die ganzen Zahlen m und n von den gewählten Integrationswegen

abhängen. Der Ausdruck auf der rechten Seite der p Gleichungen

(3) bildet ein System von gleichzeitigen oder simultanen Pe-

riodicitätsmoduln der p Normalintegrale Uk-

Die Hauptbedeutung des Abel'schen Theorems für Integrale

1. Gattung liegt nun in seiner ümkehrbarkeit, oder in dem Satze:

(IV) Sind 2m Punkte ai und hi in T so beschaffen, dass sie

den p Gleichungen (3) genügen, so existirt immer eine

(und abgesehen von einem constanten Factor nur eine)

rationale Function I{(x, y) der Ordnung m, für welche die

wi Punkte ai die 0^ und die m Punkte hi die oo^ Punkte sind.

Zum Beweise^) bilde man den Ausdruck

^ -2j '^'%-i + ^^ mjdu, -f Sl,, (4)

WO Wf,^al ein Normalintegral 3. Gattung mit den ünstetigkeitspunkten

bi und ai, ferner nii (i= 1, . ., p) ganze Zahlen und zwar dieselben

1) C. Neumann, Vorlesungen über Riemann's Theorie der Abel'schen Inte-

grale 2. A. Leipzig 1884. S. 275.
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Zahlen, wie in den Gleichungen (3) und Sl^ eine beliebige Constante.

Der Ausdruck (4) stellt ein Abel'sches Integral von besonderer Art

dar; er wird nämlich nur logarithmisch oo in den Punkten bi und ai

und zwar bez. wie — log {x — hi) und + log (^ — «^0? ^^ ^^^ ^^so an

den in T von dem Punkte nach den Punkten ti und ai gelegten

Schnitten S^^ und 2a^ (Fig. 8. S.104) die Periodicitätsmoduln — 2 in und

+ 2 in. Ferner ist der Periodicitätsmodul von £1 an dem Quer-

schnitt ttk gleich mjc2in und von dem Querschnitt hk nach (15) § 18

== 2^ j duk + 2^^ Mi ttik , d. h. wenn die Integrationswege wie in

(3) gewählt werden = — n^ 2 in. Es sind also die sämmtlichen Pe-

riodicitätsmoduln von Sl ganzzahlige Vielfache von 2in. Hieraus folgt,

dass iß der Logarithmus einer rationalen Function mit den oo'

Punkten hi und den 0^ Punkten ai ist. Denn die Function e^^ wird

= 00^ in hl wie Bi(x — &i)~^ und =0^ in ai wie Ai{x — «O'^'S

wo Bi und Ai gewisse Constanten sind, und ist sonst in der Fläche T
allenthalben stetig, da sie an den Querschnitten a,-, hi und den Linien

ß stetig bleibt. Bezeichnet man die rationale Function e^^ mit JR,

so ist R bis auf einen constanten Factor i?Q bestimmt durch die

Gleichung

:

X X

log B — log Bq=2J dWbiai + 2^ triij du,

.

Xq Xq

Hiermit ist der obige Satz bewiesen. Aus ihm ergibt sich weiter

der wichtige Satz:

(V) Systeme von p Summen, gebildet aus je einem der p
Integrale 1. Gattung, mit ^ beliebigen unteren und oberen

Grenzpunkten, die für jedes der p Integrale die nämlichen
sind, lassen sich eindeutig und algebraisch auf Systeme
von p ähnlich gebildeten Summen mit p unteren und
oberen Grenzpunkten, von denen die ersteren Punkte ge-

geben sind, zurückführen, oder es lassen sich eindeutig

und algebraisch die Gleichungen erfüllen (Jfc==l, ..,p)'.

(6) ^ I dUk =^ / dUk

durch Bestimmung der p Punkte Xi, während die Punkt-

systeme ^x, li", Xi^ beliebig gegeben sind.

Das Congruenzzeichen ^ bedeutet, dass, je nach den Integrations-
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wegen, auf der einen oder der andern Seite in (6) noch ein Aus-

druck von der Form der rechten Seite in (3) hinzutreten kann, oder

dass die beiden Seiten in (6) bis auf ein simultanes System von

Periodicitätsmoduln der p Normalintegrale 1. Gattung einander

gleich sind.

In den Gleichungen (6) sind die Punkte |^, |/, Xi^ gegeben.

Um die p Punkte Xi zu finden, bringe man alle Glieder in (6) auf

die linke Seite. Dann existirt nach Satz IV eine rationale Function

'^¥{x, y) : X{x, y) von (x, y), die in den (i -\- p Punkten 1^, . ., ^j.

;

x^^, . ., Xp gleich oo^ und in den ^ -\- p Punkten 1^*^, . ., |,("; x^, . ., Xp

gleich 0^ wird. Zur Bildung dieser Function bestimme man nach

der Methode des § 12 (Fall 1) eine ganze Function X{Xyy) von hin-

reichend hohem Grade, die F{x, y) = adjungirt ist und für die

[i -\- p Punkte li, .., ^/n] x^y . ., Xp^ verschwindet. Die- weiteren

Nullpunkte dieser Function seien £,,..,£«; sie dienen als Hilfs-

punkte. Von ihnen sind nach (I § 12) noch s — p willkürlich, die

letzten p bestimmt. Alsdann bilde man eine zweite, ganze Func-

tion "^F^x, y) von demselben Grade wie X, die ebenfalls F=0
adjungirt ist und die in den s Hilfspunkten f^, . ., Ss und ausser-

dem in den (i Punkten l^", . ., |^," verschwindet. Hierdurch ist

die Function W(x, y) vollkommen bestimmt nach (I § 12). Zu

ihrer Bildung sind also die p Punkte x^, . ., Xp gar nicht nöthig.

Diese Punkte sind vielmehr die p letzten und abhängigen 0^ Punkte

von W{x, y). Die p gesuchten Punkte x^, . ., Xp ergeben sich daher

eindeutig und algebraisch als Functionen der p Punkte xP und der

2ft Punkte |;i und ^/, indem man die p letzten Punkte aufsucht, die

W{x, y)==0 mit F(x, y) = ausser den Doppelpunkten von F=0,
den Hilfspunkten s und den ^ Punkten |/ gemein hat. (q. e. d.)

Da die Coefficienten der rationalen Function X für die Coordi-

naten eines jeden der zwei Punktsysteme i,i und Xi^ and folglich die

der Function ^ für die Coordinateu eines jeden der drei Punkt-

systeme |;i, Xi' und 1/ rational und symmetrisch sind, so folgt

weiter;

(VI) Wenn 4 Punktsysteme i,},,i,)i''^Xi,Xi^ (X^=\, .., ^\i = l, ..,p)

durch p Relationen der Form (6) verbunden sind, so sind

die rationalen und symmetrischen Functionen der Coordi-

naten der p Punkte Xi rationale und symmetrische Func-

tionen der Coordinaten eines jeden der 3 anderen Punkt-

systeme.

In ähnlicher Weise wie für die Integrale 1. Gattung lässt sich

auch für die Differentiale 1. Gattuns das Abel'sche Theorem
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umkehren. Das letztere wurde (§ 13 Satz IV; § 17 Gl. 7) in der

Form ausgesprochen:

(VII) Zwischen den m oo^ Punkten hi und den zugehörigen

Residuen Bi einer rationalen Function R(Xf y) der Ord-

nung m bestehen die jp algebraischen Gleichungen

(7c =1, ..,p):

Die Umkehrung dieses Satzes lautet:

(VIII) Sind m Punkte &^, . ., &,„ in T und m zugehörige Grössen

J5i, . ., Bm so beschaffen, dass sie den p Gleichungen (7)

genügen, so existirt immer eine (und abgesehen von einer

additiven Constanten nur eine) rationale Function R(x, y)

von der Ordnung m, für welche die m Punkte hi die cx)^

Punkte und die m Grössen Bi die zugehörigen Residuen

sind.

Bildet man nämlich aus den 2m gegebenen Elementen hi und Bi,

indem man unter 4, ein Normalintegral 2. Gattung mit dem Unstetig-

keitspunkt hi und unter jB^ eine Constante versteht, den Ausdruck

(8) ^B^K + ^0,
i

so stellt derselbe ein Abel'sches Integral von besonderer Art dar. Es

sind nämlich die Periodicitätsmoduln von (8) nicht nur an den p Quer-

schnitten Ok, sondern gleichzeitig auch in Folge der Bedingungen (7)

an den p Querschnitten hjc sämmtlich gleich 0. Ausserdem wird die

Function (8) nur algebraisch oo in den Punkten h^, . ., bm und zwar

in hl wie Bi {x — hi)—\ Hieraus folgt, dass (8) eine rationale Func-

tion mit den ünstetigkeitspunkten hi und den zugehörigen Residuen

Bi ist. Bezeichnet man diese Function mit li, so hat man

(9) R-R,=^Bik^,

womit B, bis auf eine additive Constante B^ bestimmt ist.

An Satz (IV) schliessen sich folgende Bemerkungen an. Sind

(^ij Vi)} • ') (pmj Vm) Wi Punkte, in welchen eine rationale Function R
der Ordnung m denselben Werth annimmt, so sind die Gleichungen

der Abel'schen Theorems für Differentiale 1. Gattung nach (8) § 13,

wenn (Ä; = 1, . ., i); ^ = Ij • •; *>*)•

(10) ?(Sl,«'- = o.
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Unter der Voraussetzung, dass m > p und dass die p Gleichungen

(10) linear unabhängig seien, definiren dieselben p der Punkte {xi, yi)

als Functionen der m — p übrigen. Die Aufgabe, diese j^ Functionen

herzustellen, wird ebenfalls durch den Satz (IV) gelöst. Man wähle

nämlich ganz beliebig m Punkte hi und bilde nach (§12 Fall 1) ähn-

lich wie zu den Gleichungen (6) eine rationale Function ^{x, y) :X{x, y)

derart, dass X= 0^ wird in den m Punkten hi und gewissen Hilfs-

punkten 8, und W=Q^ wird in denselben Hilfspunkten £ und den

m — p ersten und unabhängigen Punkten (xi, yi). Hierdurch ist die

Function W bis auf einen constanten Factor bestimmt. Die Coordi-

naten der p letzten 0^ Punkte (xi, yi) von "^F = sind algebraische

Functionen der Coordinaten der p ersten, unabhängigen Punkte (xi, yi)

und der m Punkte hi. Das so bestimmte System der p letzten und

der m — p ersten Punkte (xi, yi) genügt den p Gleichungen (10). Da

die m Punkte hi willkürlich waren, so hat die obige Aufgabe unend-

lich viele Lösungen. Man hat hiernach den Satz:

(IX) Ein System von m Punkten (xi, yi), das mit seinen

Differentialen dxi den p Gleichungen (10) genügt, kann

definirt werden als das System der gemeinsamen Schnitt-

punkte von F(x,y) = mit einer Curve (IP"=0), deren

Coeffienten so sich ändern, dass alle übrigen Schnitt-

punkte constant bleiben.

Man kann mit Jacobi^) die Gleichungen (^10) als ein System

von p Differentialgleichungen ansehen, welches p der Punkte

{xi, yi) als Functionen der m — p unabhängigen Punkte {xi, yi) de-

finirt. Da in den Gleichungen (10) die Variabein getrennt sind, so

lassen sich die p Integralgleichungen zunächst in Form von Quadra-

turen, also in transcendenter Form anschreiben, in dem Sinne,

dass zu den m Punkten {xi, yi) m beliebig gegebene Anfangswerthe

hl gehören, von denen die p letzten als Integrationsconstanten anzu-

sehen sind, während die m — p ersten numerisch sind. Die obigen

Betrachtungen leisten aber die Integration des Systemes (10) in dem-

selben Sinne auch in rein algebraischer Form. Denn mittels der

obigen Gleichung W = stellen sich die p letzten und abhängigen

Punkte (xij yi) als Functionen der m — p ersten, unabhängigen Punkte

{xi, yi) dar und dabei können von den m in diese Lösungen eingehen-

den Punkten hi die m — p ersten als numerisch gegeben, die p letzten

als die jp Integrationsconstanten angesehen werden.

Sind die Gleichungen (10) linear abhängig, derart, dass q der-

1) Jacobi, Journal für Math. Bd. 9. S. 402 (1832).
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selben eine identische Folge der übrigen sind, so hat man in (10) ein

System von p — q Differentialgleichungen und es ist die Aufgabe, die

p — q abhängigen Punkte {xi, yi) als Functionen der m — p -}- q un-

abhängigen Punkte (xi, yl) darzustellen. Dabei können den m Punkten

(xi, yi) m Anfangspunkte hi entsprechen, die aber jetzt nicht mehr
beliebig, sondern Nullpunkte derselben q linear unabhängigen C&-Func-

tionen sind. Bildet man nun nach (§12 Fall 2) eine rationale Func-

tion : ^Q derart, dass ^^ in den m Punkten hi und 2p — 2 — m
Hilfspunkten, ^ in denselben Hilfspunkten und den m — p -\- ^ ersten

Punkten {xi, yi) verschwindet, so stellen sich die p — g letzten Punkte

(xi, yi), vrelche ^ = mit F=Q (abgesehen von den Doppelpunkten

und den Hilfspunkten) gemein hat, als Functionen der m — p -{-
q,

ersten, unabhängigen Punkte {xi, yi) und der m Punkte hi dar, womit

das System (10) für den vorliegenden Fall algebraisch integrirt ist.

Ist z. B. ^) g = 1 ; m = 2p — 2 und bezeichnet man die p — 1

unabhängigen Punkte (xi,yi) durch x^, .., Xp—i, die p— 1 abhängigen

durch li, . ., ^p—i, so wird die Aufgabe, die Punkte |j als Functionen

der Punkte x, so zu bestimmen, dass die p Gleichungen (]i==l, . .^p):

p—

1

p— 1

(11) 2'<''+2'''»®=o
t = l i==l

erfüllt sind, gelöst, indem man eine Function bildet, die in den

p — 1 Punkten Xi verschwindet. Dann sind die p — 1 letzten 0^

Punkte von (ausser den Doppelpunkten) die den Gleichungen (11)

genügenden Punkte |,.

1) Riemann, Ges. W. S. 120.
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Die eindeutigen Transformationen.

Die bisherigen Betrachtungen, die eine bestimmte Gleichung

F{x, 2/) = vom Grade n und vom Geschlecht p zur Grundlage hatten,

lassen sich bedeutend verallgemeinern. Es gibt nämlich unendlich

viele Gleichungen i^i(a;i,^i)=-0, F^(x^,y^= . ., die mit F{x,y) =
äquivalent sind und für die genau dieselben Sätze und Darstellungen

bezüglich der rationalen Functionen und ihrer Integrale gelten, wie

für F(x, y)==0. Eine solche Gleichung z. B. F^(xi, y^) = ergibt

sich aus F(x, y) == durch eine sogenaimte eindeutige, rationale

Transformation, d. i. eine Transformation, bei der sich ebensowohl

(^1? yd i'ational durch (x, y) wie umgekehrt (x, y) rational durch

(^i; yi) ausdrückt. Die Gesammtheit der durch solche Transforma-

tion in einander überführbaren Gleichungen, wie F=0, jP^ = . .,

heisst eine zusammengehörige Klasse von algebraischen
Gleichungen. Für die Theorie der rationalen Functionen und

Abel'schen Integrale sind diejenigen Formen besonders wichtig, die

für alle Gleichungen der Klasse die nämlichen oder die der eindeu-

tigen Transformation gegenüber invariant sind. Man unterscheidet:

1) Invariante Constanten, d.h. solche zu F{x, y) == gehörige,

constante Grössen, deren numerischer Werth bei der üeberfüh-

rung in Fy^{x^, y^) == ungeändert bleibt; es sind dies:

a) die Geschlechtszahl p von F == oder die Zahl 2p der

Querschnitte in der Verzweigungsfläche T;

b) gewisse aus den Coefficienten von F= gebildete Combina-

tionen, welche die Moduln der zu i^= gehörigen Klasse

heissen.

2) Invariante Functionen, d. h. solche zu F= gehörige Func-

tionen von {x, y), die in gleich gebildete zu i^^ == gehörige

Functionen von (x^, y^ übergehen; es sind dies:

c) die Quotienten der zu jP= gehörigen ^ - Functionen oder

adjungirten Functionen (n — 3)*^" Grades und die mit ihrer
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Benutzung gebildeten, an Stelle von F{x, y) = tretenden

Normalformen

;

d) die zu F==0 gehörigen, rationalen Functionen und Abel'sclien

Integrale , sobald dieselben allein durch - Functionen dar-

gestellt sind.

Dieser Stoff ist in den nächsten §§ zu behandeln.

§ 21. Die eindeutige Transformation. Hilfssätze.

Man gelangt zu der eindeutigen Transformation^) einer gegebenen

Gleichung vom Grade n

(1) F{x, y) =
in folgender Weise. Seien tj^, ri^, r]^ ganze, rationale und linear un-

abhängige Functionen von (x, y) von demselben Grade 6, derart, dass

für jedes Glied x^y'' in diesen Functionen die Dimension i -{• li^6
ist und seien die Quotienten

^ ^ ^ vsi^i y) ' ^ %(«=' y)

Functionen von gleicher Ordnung. Eliminirt man nun die Variabein

{x, y) aus (1) und (2), so tritt an Stelle von (1) eine Gleichung von

gewissem Grade n^ in den neuen Variabein {x^, y^)

(3) F,{x,,y,) = 0.

Zugleich ergeben sich im Laufe der Elimination im Allgemeinen x

und y als rationale Functionen von {x^, ?/,) in der Form

und von der Beschaffenheit, dass die ganzen, rationalen Functionen

d'i, d-2, '9'3 in (a;, y) von gewissem Grade q und die Quotienten (4)

von gleicher Ordnung sind.

In der That kann man, um (3) zu erhalten, zuerst aus (1) und

den beiden Gleichungen (2) durch Elimination von y zwei Gleichungen

P(x, x^) = 0, Q{x, 2/i)
== und aus diesen durch Elimination von x

die Gleichung (3) bilden. Man erhält aber zugleich aus P= 0, ^=
X rational dargestellt in (x^, y^), also die erste Gleichung (4) durch

dasselbe Verfahren, das S. 65 angewandt wurde, um die ^-Ordinate

eines Schnittpunktes zweier Curven F =^ und N = rational in

der zugehörigen a;- Ordinate auszudrücken.

1) Riemann, Ges. W. S. 111 ff. Clebsch-Gordan, AbeFsche Functionen

S. 50 ff.
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Der üebergaiig von (1) zu (3) mittels der Gleichungen (2) oder

(4) heisst eine eindeutige Transformation zwischen i*^ == und

F^ =0. Denn es gehört zu jedem Punkt (a;, y) von F=0 nach

(2) nur ein Punkt {x^, y^ von F^ = und umgekehrt zu jedem

Punkt (aji, ?/i) von F^ = nach (4) nur ein Punkt {x, y) von F=0.
Daher ist auch Fi{x^, ^i) = irreducibel, wenn F(x, y) == diese

Eigenschaft hat.

In die Formeln (1— 4) für die eindeutige Transformation führen

wir zur weiteren Behandlung homogene Coordinaten ein. Ersetzt man

X und y durch — und *
, x. und w. durch -- und ^^- und schreibt

den Grad einer homogenen Form über die Variabein, so besteht die

eindeutige Transformation in der Verbindung der Gleichungen

F{x^, x^, x^) = und vyi = r}i(xi, x^, x^) (i = 1, 2, 3), (5)

welche durch Elimination der Xi übergehen in die neuen Gleichungen

G{yi, y2, ^3) = ^ und ^Xi = ?^i{y^, y^, y^) (i=l, 2, 3). (6)

Die Proportionalitätsfactoren fi und v sind unbestimmte Func-

tionen der Xi oder yi.

Trägt man die Werthe der yi aus (5) in G == ein, so er-

hält man

^"'(^(Vi, y%, Ps) == ^(%, %, %) = F{xi, x^, Xs)Q{Xi, x^, x^), (7)

wo 2 ein Factor vom Grade Uiö — n in den Xi ist, der sich noth-

wendig absondern muss. Denn andernfalls würde nach (7) F(xi, X2, x.^)

eine Function der rjj^, %, % sein und der Eliminationsprocess würde
die X als Functionen der y nicht anders geben, als durch AuflösuntT

der drei letzten Gleichungen (5), mithin im Allgemeinen mit Irratio-

nalitäten behaftet. Die Transformation wäre also nicht eindeutig

umkehrbar. Die Curve 2 = wird in § 22 näher untersucht.

Die nächsten Fragen sind die nach dem Grade n^ und der Zahl
r^ der Doppelpunkte der transformirten Gleichung G ==

Die Zahl n^ ist leicht zu bestimmen. Die drei Curven t;,- = mögen
durch r^ von den r Doppelpunkten d von F= und ausserdem durch
s einfache Punkte s von F=0 hindurchgehen. Der Grad m^ von
6r = ist gleich der Zahl der Schnittpunkte (y) von 6r = mit
einer geraden Linie a^y,^ + «3^2 + «3«/3 = 0. Diesen Schnittpunkten

entsprechen eindeutig diejenigen Schnittpunkte (x) von F = mit
der Curve a^rj^ + a^rj^ -f- «3^3 = 0, die nicht in die festen Punkte d
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und s fallen, sondern beweglich sind. Daher ist, weil die Doppel-

punkte zweifach zählen,

(8) Ui = ne — 2^0 — s.

Da die hier bestimmte Zahl n^ zugleich angibt, in wieviel

Punkten von jP = 0, die nicht in die Punkte d und e fallen, die

Functionen tJj, i].^, t]^ verschwinden, so hat man den Satz:

(I) Der Grad w^ der transformirten Gleichung G = Q ist

die Ordnung der transformirenden Functionen (2).

Die Frage nach der Zahl r^ der Doppelpunkte der transformirten

Gleichung wird im folgenden § (Gl. 1) beantwortet. Zu ihrer Be-

handlung sind einige Vorbereitungen nöthig, die wir hier erledigen.

Zunächst ist eine Bemerkung^) über die Doppelpunkte von F=0
und die ihnen entsprechenden Punkte von 6r == von Wichtigkeit.

Aus (6) folgt:

dti^ drj. dr\.

(9) vdyi -f Vidv =^j^^dx^-\- ^~ dx^ + ^--- dx^ (*' = 1, 2, 3).

Ist nun {x) ein Doppelpunkt der Curve F=0, für den die drei

rii nicht zugleich verschwinden, so ist nach (5) auch v nicht ==

und folglich entspricht nach (9) jeder Fortschrittsrichtung oder jedem

System der dx auf F == eine Fortschrittsrichtung oder ein System

der dy auf (r = 0, d. h. dem Doppelpunkt auf F= entspricht ein

Doppelpunkt auf G = 0.

Ist dagegen (x) ein Doppelpunkt auf F=0, für den die drei rji

einfach verschwinden, so ist für denselben auch v = und jeder der

beiden Fortschrittsrichtungen (dx) auf F ^= entspricht ein Werth-

system yi auf 6r == 0, d. h. dem Doppelpunkt auf F=0 entspricht

ein Punktepaar auf G == 0. Dies gibt den Satz:

(II) Jedem Doppelpunkt auf F=0, durch den die drei Cur-

ven rji = nicht hindurchgehen, entspricht ein Doppel-

punkt auf G = 0; dagegen jedem Doppelpunkt auf jP=0,
durch den die drei Curven rji == hindurchgehen, ent-

spricht ein Punktepaar auf G == 0.

Hieraus folgt unmittelbar:

(III) Sind 7^1, 7^2> % iii (ö) adjungirte Functionen von F= 0,

so sind auch -0-,, d'2, •O'g in (6) adjungirte Functionen von

G = 0.

1) Clebsch-GordaTi, Abel'sche Functionen S. 56.



§ 21. Die eindeutige Transformation. Hilfssätze. 161

Denn sind rj,- adjungirte Functionen von F = 0, d. h. verschwin-

den sie für alle Doppelpunkte von JP = 0, so entspricht einem

Doppelpunkt von F= niemals ein Doppelpunkt auf G == (nach

II), folglich auch einem Doppelpunkt auf (x = niemals ein Doppel-

punkt auf F= 0, d. h. die Functionen d-i müssen adjungirte Func-

tionen von ö^ = sein.

Wir machen in den folgenden Untersuchungen zur Vereinfachung

die Voraussetzung, dass die rji adjungirte Functionen von F
seien. Die Curven tji == sollen also durch sämmtliche r Doppel-

punkte d voji F= und sie mögen ausserdem durch s einfache

Punkte s von F => hindurchgehen. Dann ist der Grad n^ der trans-

formirten Gleichung G = nach (8)

na — 2r (10)

Wir beweisen ferner zwei Hilfssätze ^), die im Folgenden zur Ver-

wendung kommen.

Sind Ä, B, C drei beliebige, homogene Functionen von iCj, x^, .Tg

bez. vom Grade a, h, c und setzt man Ä'{Xi) = Ai, so heisst be-

kanntlich die Functionaldeterminante

^ = 2J ± Ä.B^C^ (11)

die Jacobische Function von A, B, C oder ^ == die Jacobische

Curve von A = 0,B==0,G = 0. Für sie gelten die Sätze:

(IV) Die Jacobische Curve ^ == der drei Curven A =^ 0,

B = 0, C=0 geht durch jeden gemeinsamen Schnitt-

punkt dieser drei Curven; sie hat in einem solchen Punkt
einen Doppelpunkt, wenn der Grad der drei Curven der-

selbe ist.

(V) Die Jacobische Curve z/ = berührt in einem gemein-
samen Punkt der drei Curven A = 0, B = 0, C=0 die

Curve A==0, wenn B = und C=0 von gleichem Grade
sind und hat, wenn ausserdem ^ = einen solchen Punkt
zum Doppelpunkt hat, diesen Punkt ebenfalls zum Doppel-
punkt derart, dass ihre Tangenten mit denen von A =
zusammenfallen.

Es ist nämlich, wenn q, c^, c^ drei beliebige Constanten sind,

1) Hesse, Journ. für Math. Bd. 41 S. 286 (1850). Clebsch, Journ. für

Math. Bd. 64 S. 215 (1864). Clebsch-Gordan, Abel'sche Functionen S. 60 ff.

(1866).

stahl, Abel'sche Functionen. 11
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(12) ^ZCiXi =

A^ A2 A^ ()

Bi B2 i>3

A^ A.2 A^ — aA
\

B, B^ B, -hB
Oj C/2 Oq C (y

O-t Co Co \J1 2 S ^^ C] 4A/2

Hieraus folgt, dass in einem Punkt x, für den A, B, C ver-

schwinden, auch z/ = wird. Ferner erhält man für einen solchen

Punkt durch Differentiation von (12) nach Xk, wenn zugleich b= c ist,

(13) ^^^2c,x, =={a-h)
l^^

E ± B,C,c, (k = 1, 2, 3).

Ist nun a = h, so folgt ^ =0? d. h. z/ = hat in dem ge-

meinsamen Punkt einen Doppelpunkt, womit (IV) bewiesen ist. Ist

aber a^h, so folgt, dass sich z/ = und J. == in dem betrachteten

Punkt berühren. Ist der Punkt zugleich Doppelpunkt von A = Q, so

ist er nach (13) auch Doppelpunkt von z/ = 0. Unter dieser Vor-

aussetzung, d. h. wenn ^— = und ^— =0 (/^ = 1, 2, 3) ist, er-

hält man aus (13) durch Differentiation nach Xi

(14)
d"^A

7^ 7s
— 2u -f" -Dl y^-) Co ,öx. dx, — 1 ^ ^7

d. h. die Tangenten des Doppelpunktes von z/ == fallen mit den

Tangenten des Doppelpunktes von A = zusammen, womit (V) be-

wiesen ist.

Die Sätze (IV) und (V) sind gleichbedeutend mit dem folgenden:

(VI) Die Functionaldeterminante von drei Functionen ^, j&,C

verschwindet in 1. Ordnung für einen gemeinsamen Null-

punkt dieser drei Functionen; sie verschwindet in 2. Ord-

nung in einem solchen Punkt, wenn B und C von gleichem

Grade sind und in 3. Ordnung, wenn der Punkt ausserdem
ein Doppelpunkt von A = ist.

Ist nämlich x der betrachtete Punkt und | ein beliebiger anderer

Punkt, sind also Xi ~\- A^i die Coordinaten eines Punktes der Ver-

bindungslinie von X und |, so sind die den Schnittpunkten der Geraden

X, I mit ^ == und A = entsprechenden Parameter A zu be-

stimmen aus den Gleichungen

I ? V, V.

dx.

(15)

zr + A2:|,|^^ + i^ 2^^*^'ai7aä,+

dA
^ + ^^H,+^,2hi.

d^A
dx^ dxi

+
(Je, 1=^1, 2, 3).
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Ist nun X ein Schnittpunkt der drei Curven ^= 0, B=0, C=0,
so ist für diesen Punkt nach (12) auch z/ = 0. Sind B und C von

gleichem Grade, so ist in dem Punkt x nach (13) ^— proportional

8A
mit o— Daher kann man das Glied 1. Ordnung in A in der ersten

Gleichung (15) mit Hilfe der zweiten Gleichung zerstören. Die erste

Gleichung begimit also mit A^, d. h. ^ verschwindet in denj Punkt x

in zweiter Ordnung. Ist ausserdem x Doppelpunkt von -4 = 0, sind

also die Grössen ?, - = 0, so sind nach (13) auch die Grössen

^— = und es sind nach (14) die Grössen >,—p— proportional mit
Je *^h ^l

Man kami daher in der ersten Gleichung (15) mit Hilfe der
dXj^ dx^

zweiten Gleichung das Glied in A^ zum Verschwinden bringen. Die

erste Gleichung (15) beginnt dann mit A^, d. h. z/ verschwindet in

dem Punkt x in dritter Ordnung. Da A in zweiter Ordnung ver-

schwindet, so absorbirt der Doppelpunkt 6 Schnittpunkte von z/ =
und ^ = 0.

§ 22. Die invariante Zahl p und die Elassenmoduln.

Wir wenden uns zur Untersuchung der Constanten, die bei der

rationalen, eindeutigen Transformation invariant sind und geben zu-

nächst einen Beweis für die Erhaltung des Geschlechtes p, d. h. für

den Satz:

(I) Für zwei Curven F(x) = und G{y) == 0, die sich Punkt
für Punkt eindeutig entsprechen, hat das Geschlecht p
denselben Werth.

Ein erster Beweis^) dieses Satzes, der sich an die Gleichungen

(1—4) § 21 anschliesst, ergibt sich aus der Beziehung zwischen den

zu den Gleichungen F(x, y) = und Fy{x^,
2/i)
= gehörigen

Verzweigungsflächen. Die Gleichung F{x, y) = gibt Anlass zu

zwei solchen Flächen, nämlich der in § 2 betrachteten, w- blättrig

über der a;- Ebene ausgebreiteten Fläche, welche die Verzweigung von

y als Function der Variabein x darstellt und hier der Unterscheidung

halber mit T^ bezeichnet sei, und einer w-blättrig über der y-Ebene

ausgebreiteten Fläche Ty, welche die Verzweigung von x als Function

der Variabein y darstellt und in ähnlicher Weise wie Tx zu con-

1) Riemann, Ges. W. S. 112.

11^
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struiren ist. Die beiden Flächen T^ und Ty sind eindeutig auf

einander bezogen; entsprechenden Punkten beider Flächen kommt
dasselbe Werthepaar {x, y) zu. Die eindeutige Transformation, welche

die beiden Flächen T^ und Ty in einander überführt, besteht in der

Vertauschung von x und y. Dabei geht ein einfacher Verzweigungs-

punkt (1. Art) (iCy,
2/o)

von T^;, da in ihm y — y^ proportional mit

(x — x^^ ist, über in einen einfachen Punkt {x^^, y^) von Ty und ein

einfacher Verzweigungspunkt (1. Art) (x^, y^) von 2\, da in ihm
1

X — Xi proportional mit (y — y^y ist, über in einen einfachen Punkt

(^i; Vi) ^^^ ^^- Einem Doppelpunkt von T^ dagegen entspricht ein

Doppelpunkt von Ty und umgekehrt, da die Gleichungen zur Be-

stimmung der Doppelpunkte {F'x = 0, F'y == 0) für beide Flächen

dieselben sind. Der Punkt (x = oo^ y = oo) ist für beide Flächen

ein M-facher Punkt 1. Art ohne Verzweigung. Die eindeutige Be-

ziehung zwischen den Flächen T^c ^lud Ty kann als eine Abbildung

aufgefasst werden, die bekanntlich conform, d. h. in den kleinsten

Theilen ähnlich ist. Die Aehnlichkeit hört auf in den Punkten, für

welche dy : dx = — F'x : F'y entweder oder oo oder unbestimmt

ist. Es sind dies nach dem Obigen die Verzweigungspunkte von T^

und Ty, während in den Doppelpunkten und im Unendlichen die Con-

formität für die einzelnen Blätter gewahrt bleibt.

Verbindet man nun die Gleichung F{x, y) = zuerst mit der

Function Xy = rj^ {x, y) : % (x, y), die nach (Ij § 21 von der Ordnung n^

ist, also in T^; und Ty jeden Werth «j-mal annimmt, so erhält man

durch Elimination von y eine Gleichung zwischen (x^, x), die nach

§ 6 in iCi vom Grade w, in x vom Grade n^ ist, und durch Elimina-

tion von X eine Gleichung zwischen (x^^, y), die in x^ vom Grade n

und in y vom Grade Wj ist. Zu der Function x^ = r}^^{x, y) : %(x, y)

gehört daher eine Fläche T^^, die Wj-blättrig über der iCj-Ebene aus-

gebreitet ist und eine conforme Abbildung sowohl von Tx wie von

Ty darstellt. Je zwei der drei Grössen x, y, x^ sind eindeutig in der

zu der dritten Grösse gehörigen Verzweigungsfiäche und jede der drei

Grössen ist eine rationale Function der beiden andern. Nimmt man

weiter die Function y^ = t]^ (x, y) : 1^3 (x, y) hinzu, die ebenfalls von

der Ordnung n^ ist, also in Tx, Ty, T^^ jeden Werth w^-mal annimmt,

so besteht zwischen x^ und y^ eine Gleichung Fi{x^, y^) = vom

Grade Wj sowohl in x^ wie in y^. Dies ist die transformirte Glei-

chung (3) § 21. Zu der Function y^ gehört eine Fläche Ty^, die

«1 -blättrig über der «z^- Ebene ausgebreitet ist. Die vier Flächen

Tx, Ty, Tr^, Ty^ sind untereinander conform und die Functionen x
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und y sind eindeutig in den Flächen T^^ und Ty^ oder rational in

Aus dieser Betrachtung folgt unmittelbar der Satz I. Denn da

jede der beiden Flächen T^ und T^^ durch eine Anzahl von Quer-

schnitten in eine einfach zusammenhängende verwandelt wird, so folgt

aus der eindeutigen Beziehung zwischen beiden Flächen, dass die

Zahl der Querschnitte 2p für beide dieselbe sein muss. (q. e. d.)

Ein zweiter Beweis^) des Satzes I ist rein algebraisch. Ist r

die Zahl der Doppelpunkte von F=0, r^ die der Doppelpunkte von

G = Oj so ist die Behauptung (vgl. (6) § 5)

(n - 1) (w — 2) - 2r = (n^^ — 1) {n, - 2) - 2r,. (1)

Der Beweis schliesst sich an die Gleichung (7) § 21 an, nämlich

^'"'
(^(.Vu 2/2; 2/3) = ^(^i; %, %) = F{x^, x^, x^) 2(a;i, x.^,~x^) (2)

und beruht auf folgendem Gedanken. Die Schnittpunkte der in (2)

auftretenden Curve ß = mit F= zerfallen ihrer Natur nach in

drei Gruppen. Bestimmt man die Zahl der Punkte in jeder Gruppe

und setzt die Summe gleich der Gesammtzahl der Schnittpunkte,

nämlich gleich

n{n^6 — w), (2 a)

so ergibt sich die Gleichung (1).

Aus (2) folgt durch Dififerenziren nach Xi für Punkte von F=0:

2 gp ^ aö a^
, ^ a^j gi^ g^ ,

dx. dri^ dx.
"^

dr]^ dx- ' OTjg dx. ^ ^

und durch Differenziren nach yi, da ^ = v, ij-- ==0, für Punkte

von 6r = 0:

CT]. cy. ^ >'

Die drei Gruppen, in welche die Schnittpunkte von S == mit

F = zerfallen, sind nun folgende :

1) Nach (2) ist S = 0, sobald die drei rii = Q sind, d. h. iu den

Punkten d und s und es hat ß == in jedem der r Doppel-

punkte d von jP= einen n^ — 2-fachen Punkt, in jedem der s

einfachen Punkte s von F= einen n^ — 1 -fachen Punkt, wie

sich daraus ergibt, dass die linke Seite in (2), nämlich Giri^, rj^, %)
in jedem der Punkte d und s Wj-fach verschwindet, während auf

1) Clebsch- Gordan, Abersche Functionen S. 54.
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der rechten Seite F in jedem der Punkte 8 2 -fach, in jedem der

Punkte s einfach verschwindet. Die Zahl derjenigen Schnitt-

punkte von 2 = mit F=0, die in die Punkte ö und £ fallen,

ist daher

(5) = 2r {n, -2) + s {n, - 1).

2) Nach (3) ist S = in den Punkten von jP=0, für die

— =0 («==1, 2, 3) oder nach (4) in solchen Punkten, für

welche v == und für welche ^— =0 (i = 1, 2, 3) ist. Den
*^ i

letzteren Punkten /g— == 0) entsprechen nach (II) § 21 die

Doppelpunkte von JP= 0; diese sind bereits in Nr. 1 gezählt.

Die ersteren Punkte {y == 0) bestehen aus denjenigen r^ Punkte-

paaren oder 2ri Punkten auf F = 0, welche in Doppelpunkte

von 6r = übergehen; die Zahl derselben ist also

(6) =2r,.

3) Nach (3) ist für gewisse Schnittpunkte von 2 = mit F ==

auch die Functionaldeterminante H der drei Functionen rjt Null,

also

(7) H^T-f|^f^|^ = 0.
^ ^ j^-i — ox^ ox.^ dx^

Da der Grad dieser Gleichung in den Xi gleich 3(<y — 1), so ist

die Zahl der Schnittpunkte von H=0 mit F==0 gleich 3w((? — 1).

Unter ihnen befinden sich auch die Punkte d und s, die bereits in

Nr. 1 gezählt und daher abzurechnen sind. Nun hat die Curve H==0
nach Hilfssatz IV § 21 in jedem der r Doppelpunkte d und ebenso

in jedem der s einfachen Punkte s von F = einen Doppelpunkt.

Von den Schnittpunkten von H = mit F = fallen also 4r -f- 2s
in die Punkte d und s. Daher ist die Zahl der noch übrigen Schnitt-

punkte

(8) = Sn {6 — 1) — ir — 2s.

Da nun die Zahl (2 a) sich aus den Zahlen (5), (6) und (8) zu-

sammensetzt, so hat man die Gleichung

n(n^6 - n) = 2r (w^ — 2) -f s (w^ — 1) + 2/^ + 3w (<?— 1) - 4r— 2s,

die mit Hilfe von (10) § 21 übergeht in

»?i^
— 3^1 — 2^1 == w^ — 3« — 2r,

d. h. in die Gleichung (1). (q. e. d.)
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Es sind ferner die Moduln einer Klasse von algebraischen Glei-

chungen zu untersuchen, d. h. diejenigen Combinationen der Coeffi-

cienten einer Gleichung F{x, y) == der Klasse, die eindeutigen

Transformationen gegenüber invariant sind. Hier gilt der Satz:

(II) Eine Klasse von algebraischen Gl-eichungen besitzt

3^ — 3 Moduln^).

Ausgenommen ist der Fall der elliptischen Functionen (p = 1),

für welchen die Zahl der Moduln gleich 1 ist.

Ein erster Beweis dieses Satzes ist folgender. Nach § 21 sei

die ursprüngliche Gleichung F{x, y) = vom Grade n durch die

Substitution a^i = ^i
•' »?3

*, yi = V2'-V3 i^ ®i°® Gleichung F^^x^^, yj)==0

vom Grade n^ übergeführt. Beide Gleichungen haben dasselbe Ge-

schlecht p. Daher ist die Zahl 7\ der Doppelpunkte von F^ =
rj = - (n^ — 1) (wi — 2) — p und die Zahl der nicht homogenen

Coefficienten in F^ =

ln,(n, -f 3)- ^ K _ 1) (w, - 2) +p = 3n, -\- p - L

Diesen Coefficienten lassen sich durch passende Bestimmung der

Coefficienten in den transformirenden Gleichungen zum Theil beliebige

Wertbe geben. Die übrigen Coefficienten von i^j, die numerisch feste

Werthe haben, sind die Moduln. Die transformirenden Functionen

Xi = ri^: 1^3 und yi = ^l^'- Vs ^^^^ sind von der Ordnung n^ und ent-

halten im Ganzen dn^ — 2p -{- 2 freie oder willkürliche Constanten,

nämlich die n^ Coordinaten der gemeinsamen oo^ Punkte von x^^ und

y^ und iii — i? + 1 homogene Coefficienten im Zähler jeder dieser

Functionen (§ 12 Satz Ib). Die Zahl der Moduln ist daher

3^1 + i>
— 1 — i^n^ — 2p + 2) = dp - 3.

Dasselbe ergibt sich so. Man verbinde F{x, y) = nur mit der

ersten Function x^ = i]^ : rj^ von der Ordnung n^. Die Elimination

von y gibt nach dem Obigen eine Gleichung zwischen x^ und x von

Grade n in x^ und n^ in x. Betrachtet man x^ als die unabhängige

Variable, so sind x und y eindeutige Functionen in der über der

aj^-Ebene Mi -blättrig ausgebreiteten Fläche Tx^. Nun ist die Zahl

der einfachen Verzweigungspunkte in T-g^ gleich 2n^-\- 2p — 2 (§2,

Gl. 8). Die Function x^= ri^: % aber führt 2n^ — p -\- 1 willkürliche

1) Riemann, Ges. W. S. 113. Ausser dem obigen ersten, algebraischen

Beweis dieses Satzes gibt Riemann noch einen zweiten, transcendenten Beweis 1. c,

S. 114.
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Constanten mit sich. Daher ist die Zahl der einfachen Verzweigungs-

punkte in T^^, denen sich durch diese Transformation beliebige Lagen

geben lassen, gleich 2Mi— jp-j-l und die Zahl der festen Verzwei-

gungspunkte in Tx^ oder die Zahl der Klassenmoduln, wie oben,

= (2n, + 2p -2)- (2n, - p -^ i) === 3p - 3.

Die vorstehende Bestimmung der Anzahl der Moduln einer Klasse

vom Geschlecht p setzt voraus, was nur für p > 1 zutrifft, dass es in

Tx, 2 Hl — p -{- l einfache Verzweigungspunkte gibt, deren Coordinaten

von einander unabhängige Functionen der willkürlichen Constanten

in der Function x^ sind. Der directe Nachweis für diese Unabhängig-

keit ist indess schwierig; wir geben daher noch einen anderen Be-

weis des Satzes II.

Der zweite Beweis^) macht Gebrauch davon, dass bei der ein-

deutigen Transformation die Quotienten der ^-Functionen oder die

Schnittpunktsysteme der ^-Curven erhalten bleiben (§ 23).

n

Sei wie früher in homogener Form F(xi, x^, x^) = die ur-

«1

sprüngliche, ö(?/i, y.2, Vs) = die transformirte Curve einer Klasse

vom Geschlecht p. Man bilde adjungirte Curven von F = des

n — S*^"" Grades, die i^= in einem Punkte p — 1-punktig berühren

(d. h. in p zusammenfallenden Punkten schneiden). Solche Berührungs-

curven hängen offenbar nur von den Coefficienten von jF = ab und

existiren, sobald p > 1 ist, in endlicher Zahl, da es andernfalls p-{- 1

linear unabhängige 0- Curven geben müsste. (Die Zahl der Lösungen

iai =(p— 1) p{p -{-!).) Sei O, eine dieser Curven und |,(«= 1, ..,|)— 2)

die p — 2 Punkte, in welchen dieselbe F= ausser den Doppel-

punkten noch schneidet. Durch die j» — 2 Punkte 1,- kann man nun

ein Büschel von adjungirten Curven n — 3*®"^ Grades legen, Oj -f- ^ ^,

mit dem Parameter k. In diesem Büschel existiren Ap — 2 Curven,

die F = in 1 Punkt berühren. Denn die Berührungspunkte der

Büschelcurven sind die Schnittpunkte, welche F=0 mit der Jacobi-

schen Curve der drei Functionen O, 0^, F, d. h. mit der Curve

jimJ OX^ ÖX^ OX^

besitzt, mit Ausnahme derjenigen unter diesen Schnittpunkten, die in

feste Punkte von F= fallen. Die Curve z/ = ist vom Grade

w — 4 + w — 4 + n— 1 = )'5 (w — 3), hat also mit F= 3m {n— 3)

1) Brill u. Nöther, Mathem. Ana. Bd. VII. S. 302. Denselben Weg hat

schon früher in Vorlesungen Herr Weierstrass eingeschlagen.
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Schnittpunkte. Von diesen fallen nach dem Hilfssatze (VI § 21) 6 in

jeden der r Doppelpunkte von F=0 und 2 in jeden der ^ — 2
Punkte I,. Daher ist die Zahl der mit dem Parameter h veränder-
lichen Schnittpunkte

3w(w — 3) — 2{p -2) — 6r = 4p — 2.

Von den 4^ — 2 Berührungscurven des Büschels ^^ -f ä; =
fallen nun p — 1 mit der Curve ^^ = zusammen. An die übrigen

3p — 1 einfach berührenden Curven lege man in einem der Basis-

punkte des Büschels, etwa in |,-, die 3^ — 1 Tangenten t, die mit der
Tangente von 0^=0 in |; eine binäre Form der Ordnung 3p be-

stimmen. Die aus den 3p Parametern h dieses Tangentenbüschels t

gebildeten 3^9 — 3 Doppelverhältnisse X, welche (irrationale) Functionen
der Coefficienten von F =0 allein und im Allgemeinen von einander
unabhängig sind (s. den Schluss dieses §), bleiben nun bei eindeutiger

Transformation unverändert und köimen daher als die 3^? — 3 Klassen-
moduln angesehen werden. In der That, die eiudeutige Transformation
führt jede Berührungscurve von 2^= in eine ebenso berührende
Curve von G^= über. Daher hat man, entsprechend den 3p Büschel-
tangenten t durch den Punkt 1,- auf i^ = 0, 3p Bücheltangenten t
durch einen Punkt rji auf G = 0. Die Büschel t und t sind eindeutig
auf einander bezogen und folglich perspectivisch, da im binären Gebiet
jede eindeutige Transformation linear ist. Die 3p — 3 Doppelverhält-
nisse A des Büschels t Yon F = sind daher gleich den entsprechend
gebildeten Doppelverhältnissen des Büschels r von 6r = 0. (q. e. d.)

Der Satz II lässt sich umkehren in folgender Weise*):

(III) Durch die Werthe der 3p — 3 Moduln A ist eine Klasse
von algebraischen Gleichungen vom Geschlecht ^ bestimmt
und zwar in endlich vieldeutiger Weise, da die X irratio-
nale Functionen der Coefficienten von F == sind.

Um aus den 3^? — 3 gegebenen Moduln A eine zugehörige, alge-

braische Curve zu bilden, stellen wir eine Vorbetrachtung an. Aus
n

der allgememen Form F(x^,x.,,x^) = erhält man durch eindeutige

Transformation eine Curve G{y^,y^,y^) = von derselben Allgemein-
heit, aber von specieller Form in folgender Weise.

Man lege durch p — 3 der oben bestimmten p — 2 Punkte 1,-

von F= eine ^- Curve, die von der Form ist /^ 0^ -\- l^ 0^ -f (3 0^ =
und bilde aus den 3 hier auftretenden Functionen 0j, 0^, 0.^, von

1) Brill u. Nöther, Math. Ann. Bd. 7, S. 303 (1873). Vgl. auch Cayley,
Proc. of the London Math. See. Vol. I. 1865.
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denen die erste die oben verwandte
, p — 1 - punktig berührende

$- Function sei, die Quotienten ^1:^3 = ^1: y^ und #2 • ^3 = 2/2 = Vz

von der Ordnung p + 1 in den Xi. Benutzt man diese zur Trans-

formation von F = 0, so hat die transformirte Curve G{y^, y^, 2/3)=
den Grad J) + 1 ^^^ '^Pi.P — 3) Doppelpunkte; ausserdem aber die

Eigenthümliehkeit, dass sie einen Punkt besitzt (der dem Berührungs-

punkt von $1 = mit F=0 entspricht), in welchem eine gerade

Linie y^ --= (die der Curve ^^ == entspricht) p — 1 - punktig be-

rührt. Diese Gerade ^i
== schneidet G = noch in einem Punkt P,

von dem aus nach dem Obigen noch 3p — 1 Tangenten an die Curve

Q- = gehen. Die 3jp — 3 Doppelverhältnisse der so bestimmten

3p Geraden sind für G = die oben angegebenen Moduln L Nach

dieser Vorbetrachtung sei nun umgekehrt die soeben charakterisirte

Curve G{y) = vom Grade p + 1 gesucht und zu ihrer Bildung

seien die Werthe von 3p — 3 Moduln A von der dargelegten Be-

deutung beliebig gegeben. Um (r = zu finden, wähle man einen

beliebigen Punkt P und ziehe durch ihn 3 beliebige und 3p — 3

weitere Gerade, welche mit den 3 ersten die 3p— 3 gegebenen Doppel-

verhältnisse bilden. Legt man nun einer Curve 6r = von dem Grad

p-f- 1 die Bedingungen auf, -^p^p — 3) Doppelpunkte zu haben, durch

den Punkt P zu gehen, die 3p genannten Geraden zu berühren und

zwar eine von ihnen p — 1- punktig, so ist die Zahl der noch will-

kürlichen Coefficienten von G == gleich

lip + 1) (P + 4) - Ip(p
- 3) - (4p - 2) - 1 = 3.

Sei aber G' = die Gleichung einer beliebigen Curve, welche

diesen Bedingungen genügt, und seien ?/i
== 0, 2/2 = die Coordinaten

des Punktes P, so werden unsere Bedingungen auch noch durch jede

Curve G = erfüllt, welche aus G' = durch die lineare Trans-

formation

Q^i = Vi 9^2 = ^2 Q^s = «1^1 + «2«/2 + «32/3

entsteht. Diese Curve G = enthält drei willkürliche Constanteu.

Daraus folgt, dass alle Curven, welche jenen Bedingungen genügen,

aus einer endlichen Zahl von Curven G' == durch lineare Trans-

formation müssen abgeleitet werden können, (q. e. d.)

Zugleich folgt aus diesem Beweise, dass die 3p — 3 Moduln X

von einander unabhängig sind, eine Frage, die beim zweiten Beweis

des Satzes II noch offen geblieben war.



§ 23. Die invar. Formen d. Grundglchg., d. rat. Funct. u. d. Abel'schen Integr. 171

§ 23. Die invarianten Formen der Grundgleichung, der rationalen

Functionen und der Abel'sehen Integrale.

Wir wenden uns zur Untersuchung der Functionen von (x, y),

die bei eindeutiger Transformation von F{x, y) = invariant sind.

Die Grundlage bildet der Satz:

(I) Bei der eindeutigen Transformation, die F(x, y) = in

^(^i> Vi) = ^ überführt, geht der Quotient zweier ad-

jungirter Functionen von F=0 des (n — 3)*®" Grades:
^(x, y) : Q^(x,y) in den Quotienten zweier adjungirter
Functionen von G= des (n^— 3)*®" Grades: ^P(^i,yi)'-'^^i(pCj^,yi)

über.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem Umstände, dass durch die

eindeutige Transformation jedes Integral 1. Gattung in ein ebensolches

Integral übergehen muss^), dass also die Gleichungen bestehen

^{x, y)dx ^ W{Xy, yj dx^ ^, {x, y)dx _ W^jx^, y^)dx^

F'iy)
'

~G'\y,y ' F'{y) G' (y,) '

woraus

Oix, y) : 0,{x, y) = ^Cx,, y,) : W,{x^, y,). (q. e. d.) (1)

Um den Beweis rein algebraisch zu führen, benutzt man homogene

Coordinaten (s. § 21) und zeigt, dass die Function "^{y^, y^, Vz)
== ^(y)

oder auch ^(rjj, ^^ %) = ^iv) ^^^ ^^r Function ^(x^, x.2, x^) = ^(x)

übereinstimmt bis auf einen Factor, der nur von den früher ein-

geführten Functionen S (Gl. 7 § 21) und H (Gl. 7 § 22) abhängt. Es
n, —

3

besteht nämlich, wenn eine adjungirte Function W{y) von 6r («/)==

gegeben ist, eine identische Gleichung von der Form

H^F{ri) = 20ix) + CF{x) (2)

und von der Art, dass 0(x) eine adjungirte Function des (n — 3)*®"

Grades von F=0 und C eine ganze, rationale, homogene Function

von (Xi,X2,Xq) ist. Hieraus folgt aber, wenn man die Voraussetzung

F(x) = oder G{y) = hinzufügt, die Gleichung

^n,-8
^(^y^ ^ ^(^^-j = 2$(a;) : if. (3)

Zum Beweise der Identität (2) ist der in § 8 historisch angeführte

Satz (II) mit den in § 22 über die Schnittpunkte von F=0 mit S ==

und H = entwickelten Sätzen zu verbinden.

1) Riemann, Ges. W. S. 111; Clebsch und Gordan, Ab. F. S. 51 (vgl.

Gl. 16 d. §). In expliciter Form wurde der Satz zuerst benutzt von Brill und
Nöther, Math. Ann. Bd. VII S. 284 u. 285. Den obigen algebraischen Beweis gibt

Nöther, Math. Ann. Bd. XVII S. 263 ff.
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Nach (7) § 22 hat

H= einen Doppelpunkt in jedem der r Punkte ö und der

s Punkte £ und

einen einfachen Punkt in gewissen 3«(ö— 1) — 4r— 2s

Punkten t,, die nicht in die Punkte d und s fallen. Ferner hat

y/(r]) = einen einfachen Punkt in jedem der 2r^ Punkte | von

F ^= 0, die bei der Transformation paarweise in einen

Doppelpunkt von G = übergehen und

einen n^ — 3 -fachen Punkt in jedem der Punkte ö und s,

endlich

einen einfachen Punkt in jedem von 2p — 2 weiteren

Punkten t von F= 0.

Folglich hat

H^{ri) = einen n^— 1 - fachen Punkt injedem der Punkte 8 und b und

einen einfachen Punkt in jedem der Punkte | und t,.

Dagegen hat nach den Abzahlungen des § 22

2 = einen n^ — 2 -fachen Punkt in jedem der r Punkte d und

einen n^ — 1 -fachen Puhkt in jedem der s Punkte £; ferner

einen einfachen Punkt in jedem der 2ri Punkte t, und

einen einfachen Punkt in jedem der Punkte t,.

Es geht also HW(ii) = durch jeden der einfachen Punkte |

und ^ von F= 0, die einfache Punkte von 2 = sind, einfach;

ferner durch jeden der s einfachen Punkte e von F= 0, die n^ — 1-fache

Punkte von 2= sind, n^ — 1-fach; endlich durch jeden der r Doppel-

punkte d von F=Of die % — 2- fache Punkte von 2 = sind,

n^ — 1-fach hindurch. Damit sind aber die Bedingungen erfüllt, unter

denen nach § 8 Satz (II) eine Gleichung von der Form (2) besteht.

Nun ist der Grad von H gleich 3((? — 1), der von ^(rf) gleich

0{n^ — 3), der von 2 gleich n^ö — n, daher nach (2) der Grad von

0{x) gleich n — 3. Ausserdem ist 0(x) = zu F = adjungirt.

Denn in einem Doppelpunkt d von F= hat H W(r]) = einen

«1 — 1-fachen Punkt, 2 = nur einen n^ — 2-fachen Punkt, also

0(x) = einen einfachen Punkt, (q. e. d.)

Der Satz (Ij von der Erhaltung der ^-Quotienten bei eindeutiger

Transformation führt zunächst dazu, der algebraischen Grund-
gleichung Fix, y) = eine invariante Form zu geben, d, h. eine

Form, die sich bei weiterer eindeutiger Transformation nicht mehr

ändert. Man erhält diese Form, indem man an Stelle der Variabein x

und y zwei zu F=0 gehörige, linear unabhängige 0- Quotienten mit

demselben Nenner einführt. Da auch die rationalen Functionen von
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(Xf y) der niedersten Ordnung durch 0- Quotienten dargestellt werden

(§ 12), so erhält man durch diese Transformation auch eine Normal-
form der Grundgleichung, die zugleich invariant und vom
niedersten Grade ist.

Sind Oj, ^2? ^3 <^^6i beliebige adjungirte Functionen n — S*''"

Grades von F == 0, zwischen denen keine identische Gleichung ersten

oder höheren Grades besteht, und setzt man

e,:z^:0^= 0^(x, y) : 0^{x, y) : ^3(0;, y), (4)

so geht F{x, y) = 0, da die <P- Quotienten im Allgemeinen von der

Ordnung m^ = 2p — 2 sind, nach § 21 in eine homogene Gleichung

zwischen 0^, 0^, z^ über von der Form

^(^:7V^)=oo (5)

und die Zahl r^ der Doppelpunkte dieser Curve, die sich nach (I) § 22

aus den Forn

stimmt, wird

aus den Formeln ^1=9 (Wi — 1) (Wj — 2) — p und w^ == 2jp — 2 be-

r, = 2(p-l)(i)-3), (6)

sodass für die transformirte Gleichung (5) sowohl der Grad, wie die

Zahl der Doppelpunkte nur vom Geschlecht p abhängig sind.

Durch besondere Wahl der Functionen Q>y^ ^^f ^3 i^ (4) kann

man den Grad der Gleichung K= (5) erniedrigen, zunächst in

folgender Weise. Man wähle auf jP=0 p — 3 beliebige Funkte.

Für sie verschwinden noch 3 linear unabhängige <P- Functionen. Be-

nutzt man die Quotienten derselben zur eindeutigen Transformation,

so wird der Grad n^ der transformirten Curve K= nach (10) § 21,

da hier 6 = n — 3, s = p — 3 und n{n — 3) — 2r = 2p — 2 ist,

1^1 = n(n — 3) — 2r — (p — 3) = jp 4" 1

;

zugleich wird

n = ii>(p-3),

d h.: Eine Curve F= vom Geschlecht p lässt sich in eine

Curve K = vom Grad p -\- 1 mit ^PiP— 3) Doppelpunkten

transformiren durch Quotienten von drei (D-Functionen,

die durch ^ — 3 beliebig auf 2^=0 gewählte Punkte
gehen^).

1) Riemann, Ges. W. S. 459.

2) Clebsch-Gordan, Ab. F. S. 65.
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Diese Transformation ist unmöglich, wenn ^ =^ 0, 1, 2 ist; ausser-

dem bilden nur die hyperelliptischen Curven eine Ausnahme, worauf

wir nicht näher eingehen.

Um indess die Normalform niedersten Grades zu erhalten, hat

man zur Transformation von F=0 zwei linear unabhängige <&-Quo-

tienten von demselben Nenner und von möglichst niederer Ordnung

zu verwenden. Nun wurde in § 12 Satz III die Aufgabe gelöst, den

Quotienten zweier 0- Functionen zu bilden, der von möglichst niederer

Ordnung ist, aber im Zähler noch drei homogene, lineare Coefficienten

enthält, also von der Form ist (Ai^i + ^2^2 + ^3^3) • ^3- Verwendet

mau die durch eine solche Bestimmung gewonnenen Functionen

01, ^2 7 ^3 2ur Transformation (4), so erhält man die Normalform

niedersten Grades. Die niederste Ordnung n^ solcher Quotienten er-

gibt sich aus der Tabelle (7) § 11, wenn man ^2=3 setzt. Es wird

ni=p— q^-{- 2j also im p = dqi, 3g'i+ l, 3q^-^2 bez. »«j = 2gi-{- 2,

29'i+ 3? 2^1 + 4. Die Zahl r^ der Doppelpunkte der transformirten

Gleichung K=0 bestimmt sich aus r^ = -(ji^ — i)(^^^__2)-— p.

Daher hat man den Satz:

(II) Eine Curve F(x, y)= vom Grade n und vom Geschlecht^
lässt sich stets durch Quotienten von drei ^-Functionen

h) ^2y ^s i^ eine Normalform niedersten Grades verwandeln,

die, wenn jp > 3, Q'i^l, lautet^):

23i-f2

(7)

für p='dqi K{e„ z^, z^) = r^= 2q^ (g^— 1)

,; 2> = 3g, + 1 K{z„ z, , ^3) = r^= 2q^
2?i-H4

„ _p
=^ 3gi + 2 K{z,, z„ z,) = r,= 2q,' + 2^, + 1.

Auch diese Transformation beginnt erst mit dem Geschlecht i? > 3,

da nur für solche Werthe von p drei linear unabhängige ^-Functionen

existiren. In den Fällen p == 0, 1,2 hat man aus allgemeinen, ad-

jungirten Functionen zwei linear unabhängige Quotienten mit dem-

selben Nenner und von möglichst niederer Ordnung zu bilden und

zur Transformation zu verwenden. Die niederste Ordnung n^ einer

Function, die im Zähler noch drei lineare, homogene Coefficienten ent-

hält, bestimmt sich nach (Ib § 12) aus n^ — ^^ + 1 = 3. Daher hat

man für ^ = 0, 1, 2 als niedersten Werth von n^ bez. 2, 3, 4 und

1) Die Gleichungen (7) wurden zuerst von Riemann (Ges. W. S. 116) in

anderer Form angegeben; die obige Form und Herleitung findet sich bei Brill-

Nöther, Math. Ann. Bd. VII S. 299 (1873).
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als zugehörigen Werth von r^ bez. 0, 0, 1. Hieraus folgt, dass die

Gleichungen (7) auch für
<?i
= oder für ^ == 0, 1, 2 gelten; nur

mit dem Unterschied, dass alsdann die Transformation nicht mehr
durch 0- Quotienten geleistet wird und die transformirte Gleichung
nicht mehr invariant ist.

Es ist klar, dass die rationalen Functionen von (a;, t/) und ihre

Integrale bei eindeutiger Transformation von F(x, y) == in eben-

solche Functionen und Integrale übergehen mit entsprechenden Un-
stetigkeitspunkten^). Durch Einführung von ^-Quotienten an Stelle

der Variabein (x, y) erhalten nun, wie die Grundgleichung F(x, y)=
selber, auch die zu ihr gehörigen, rationalen Functionen und
Abel'schen Integrale eine Form, die der eindeutigen Transformation

gegenüber absolut invariant ist.

Eine zu der Gleichung F(x, y) = gehörige, rationale Function
-Ml (x, y) : M{x, y) führt man zunächst durch die Substitution x= Xy:x^\

y = x^:x^ in eine homogene Form der 0'"'' Dimension in (a;,, x^, x^
über: M^{x^, x^, x^:M{x^, x^,x^) oder abgekürzt M^(x):M{x), welche
zu der homogenen Gleichung F{x^, x^, x^ = oder F{x) = ge-

hört. Wendet man nun die eindeutige Transformation an, die F{x) =
in G(y) = überführt (§21), so geht 3Ii{x) : 31{x) über in eine

ähnliche Function der O*''" Dimension in {y^, y^, y^): N^{y) : N{y).

Führt man aber an Stelle von (x^, x^, x^) drei linear unabhängige

(^-Functionen ein mittels der Gleichungen (4), so geht M^(x) : M{x)
in eine zu der invarianten Grundgleichung K{z) = gehörige ratio-

nale Function der 0'*''^ Dimension in {z^, z.^, z^): P^{z) : P(z) über, die

jeder weiteren, eindeutigen Transformation gegenüber invariant ist,

weil bei einer solchen die Verhältnisse der Grössen -2'i,^2>^3 ^i^^h (I)

ungeändert bleiben. Daher der Satz:

(III) Eine zu F(x, y) = gehörige, rationale Function
M^ix, y): M{x, y) wird invariant für eindeutige Transfor-
mation, sobald sie durch eine Substitution der Form (4)

als homogene, rationale Function der 0'"" Dimension in drei
zu F=Q gehörigen ^-Functionen z^, z^, z^ dargestellt ist.

Wie der rationalen Function gibt man auch dem zu F{x, y) =
gehörigen Abel'schen Integral für die eindeutige Transformation

zweckmässig eine homogene Form. Unter der Voraussetzung, dass kein

Unstetigkeitspunkt des Integrals in einen der Punkte {x= cx>, y= (X))

falle, hat das allgemeine Abel'sche Differential nach (2a) § 17 die Form

1) Riemann, Ges. W. S. 111.
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rQ\ ^TT— ^i(^' y) ?l(^' y) ^5 _ _ -^' (^ i) ^(^ 2/)^

WO Ml und ill ganze, rationale Functionen von gleichem Grade in

{x, y) sind und ^{x, y) eine beliebige adjungirte Function n — 3**"^

Grades von F =0 ist. Auch das Differential 1. Gattung ist in der

Form (8) mitenthalten, sobald man M^ : M gleich einer Constanten setzt.

Macht man die Substitution x = x^: x^, y = ^g • ^s? wodurch

F{x, y) = x,--F{x) F'{x) = xf-+ ^F\x,) F\y) = x,— + 'F\x,)

M,{x, y) : 3I(x, y) = M^ix) : M(x) 0{x, y) == x^-^+^^ix)

und
, Xodx, — x,dx. j x^dxo — x^dx^
clx = -3-^^-1- - -« dy = '

,
-'—*

Xg -^s

wird, so erhält man aus (8)

,„. ^jj Mi{x) ^{x) x^d^Xi —x^dxs M^ {x)^{x) x^dx^ — x^ dx^
(y) au— j^^^^ -pr-^^s^

j£(^)
- j^'(^j

Nun folgt aus

F\x,)x, +F'{x^)x^ +Z'(%)% =0
F'{x^dx^ + F'ipc^dx^ + F'{x^dx^ =

die Proportion

x^dx^ — x^dx^ : x^dx^ — x^dx^ : x^dx^ — x^dx^ = -F'(^i) ' F'{x^ :
F'{x^.

Sind daher a^, a^, «3 drei beliebige Constanten, so geht (9) über in

M,{x)^{x) ^+ «1 x^dx^

Dies ist die homogene Form des allgemeinen Abel'schen

Differentials^); sie enthält nur die Verhältnisse der drei Variabein

^17 ^27 ^3 ^^^ ^^*' *^®™ Werth nach unabhängig von den Constanten «,.

n

Verwandelt sich nun die Gleichung F{x) == durch eindeutige

Transformation in G^(^) = und M^ix) : M{x) in N^iif) : N{y), so

geht das Differential (10) in eine ähnliche Form in den yi über. In

der That kann man die Factoren in (10) in folgender Weise einzeln

transformiren^).

Nach (3) ist, wenn man 6 0{x) für ^{x) setzt (wo 6 der Grad

der Functionen i^,- in {x^, x^, x^ ist, vgl. (5) § 21),

1) Aronhold, Monatsber. der Berl. Academie 1861.

2) Clebsch n. Gordan, Ab. F. S. 50 (1866).
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Ferner ist, wenn F{x) = und G{y) = 0, nach (7) § 21:

2rix^) = .".-^ ^G'(y,) 1^ 0-^=1, 2, 3)

,

k '

folglich

2^a,r{x,) = vn>-^^ß,G\y,), (12)
i k

wenn

^^-2"'^ (13)

gesetzt wird. Endlich ist nach (7) § 22:

HU ± a.x^dx^ = 6E± ß,nA% = <Sv^E + ^^y^äy^. (14)

Aus (12) und (14) folgt:

i k

und durch Multiplication mit (11):

k

Hier ist der Ausdruck rechts von ähnlicher Bildung wie der Aus-
druck links; denn die Grössen ßk sind nach (13) ebenso willkürlich
wie die Grössen a,-. Zugleich ist ersichtlich, indem man M^{x):M{x),
also auch iV, {y) : N{y) gleich einer Constanten setzt, dass ein Integral

1. Gattung durch die Transformation wieder in ein solches Integral
übergeht.

Man erhält eine völlig invariante Form für das Abel'sche Diffe-

rential, wenn man an Stelle von (x^, x.^, x^) drei linear unabhängige
n

0- Functionen einführt mittels der Gleichungen (4). Dann geht F(x) =
über in die invariante Gleichung K{z) = und gleichzeitig das Diffe-

rential d U nach (16) in die Form

i

WO X{z) eine adjungirte Function des n^ — 3*°'' Grades von K{z) =
ist. Die Form (17) ist aber jeder weiteren, eindeutigen Transformation
gegenüber invariant, weil bei einer solchen die Verhältnisse der Grössen

^1,^2? ^3 ^ach (I) ungeändert bleiben. Daher der Satz:
st all 1, Abel'sche Functionen.

j^2
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(IV) Ein zu F{x, y) = gehöriges Abel'sclies Differential

wird invariant für eindeutige Transformation, sobald es

durch eine Substitution der Form (4) homogen in drei zu

F=0 gehörigen C&-Functionen z^, ^^^ ^^ dargestellt ist.

§ 24. Allgemeinste Form der Grundgleichung und der Abel'schen

Integrale.

Die bisherigen Untersuchungen gründeten sich ausschliesslich auf

eine einzige homogene Gleichung F{x^f a^g, x^= zwischen 3 Variabein

oder geometrisch auf eine ebene Curve. Man kann diese Grundlage

erweitern, indem man die Gleichung F= ersetzt durch 2 homogene

Gleichungen zwischen 4 Variabein, die geometrisch eine Curve im

Raum von 3 Dimensionen oder allgemein durch q — 1 homogene

Gleichungen zwischen () + 1 Variabein, die geometrisch eine Curve

im Raum von q Dimensionen darstellen. Diese Auffassung der Theorie

der rationalen Functionen und ihrer Integrale, die von Clebsch^) her-

rührt, ist von geometrischem Interesse und soll daher kurz behandelt

werden.

Sei zunächst eine Raumcurve gegeben, also zwei Gleichungen

(1) Ui = u^ == 0,

homogen in den Variabein (x^, ajg, x^, x^ und bez. vom Grad w^ und

n.^. Die Curve (1) soll nicht zerfallen und keine singulären Punkte

besitzen. Ihr Grad, d. h. die Zahl ihrer Schnittpunkte mit einer be-

liebigen Ebene im Raum

(2) a^X^ -f «2^2 + «3^3 + «4^4 =
ist bekanntlich = n-^^n,^. Verbindet man (1) mit den Gleichungen

(u^x^ + a^x^ + a^x^ + a^x^ -\- x{ß^x^ + ß-^x^ -f ^30^3 -f- ß^x^=
(3)

,

, (yi Xy + y.^x., -\-Y^Xz + 7^^d + V (ßx^i + <^2^2 + ^3^3 + ^4^4)= 0,

in denen a,-, ßi, yi, d,- beliebige Constante, x und y variable Grössen

sind, und eliminirt die Xi, so erhält man eine Gleichung in {x, y) von

einem gewissen Grade n

(4) F{x, y) = 0.

Es ist dies eine der Raumcurve (1) entsprechende ebene Curve.

Die Gleichungen (3) stellen zwei Ebenenbüschel mit beliebigen festen

Axen dar, deren Parameter x und y durch die Gleichung (4) einander

so zugeordnet sind, dass die ihnen entsprechenden Ebenen der Büschel (3)

sich auf der Curve (1) schneiden.

1) Clebsch, Journ. für Math. Bd. 03. S. 218 ff". (18ß.3).



§ 24. Allgemeinste Form der Grundgleichung und der Abel'schen Integrale. 179

Die Beziehung zwischen den Punkten der Raumcurve (1) und der

ebenen Curve (4) ist eindeutig unter der Voraussetzung, dass sich

im Laufe der Elimination der Xi, die auf (4) führt, Gleichungen der

Form
x^'.x^:x^:x^ = &^:®^:®^'. ©^ (5)

ergeben, wo die &i ganze, rationale Functionen von (x, y) sind von

einem gewissen Grad ^. Alsdann nämlich entspricht jedem Punkt {Xi)

der Raumcurve (1) nach (3) nur ein Punkt (x, y) von F = und

umgekehrt jedem Punkt (x, y) von i^= nach (5) nur ein Punkt (rc,)

der Raumcurve (1). Den Schnittpunkten von (1) mit der Ebene (2)

entsprechen dabei eindeutig die Schnittpunkte der Curve F{x, y) =
mit der Curve

a, ®, + «2®2 + «3 ®3 + «4®4 = 0. (6)

Haben die Curven ®i = unter sich und mit JP == v einfache,

feste Punkte gemein, so ist die Zahl der beweglichen Schnittpunkte

von (4) und (6) gleich w/x — v. Diese Zahl muss gleich dem Grad

der Curve (1) sein, daher besteht zwischen den Zahlen w^, Wg und

n, ^, V die Relation n^n^ = n(i — v.

Das Geschlecht p der ebenen Curve (4) heisst gleichzeitig das

Geschlecht der Raumcurve (1) und ist, durch n^ und n^ ausgedrückt^),

== 2*^i^2(**i + **2 — 4) -f- 1, eine Zahl, die für «2 = 1, n^ == n über-

geht in den Ausdruck -(n — l)(w — 2), der das Geschlecht einer

ebenen Curve vom Grade n ohne singulare Punkte darstellt. Ebenso

wie p die Anzahl der zur ebenen Curve (4) gehörigen, linear unab-

hängigen Functionen vom Grade n — 3 angibt, ist p auch die Zahl

der zu der Raumcurve (1) gehörigen, linear unabhängigen Functionen ^
vom Grade w^ + *^2 ~ 4. Denn sind C/g und üi zwei Functionen bez.

vom Ml — 4*^"" und n^ — 4*^° Grade in den Xi, so kann man J ersetzen

durch l|l + UiU^ -{- U2U2 und die Constanten in U^ und U2 so be-

stimmen, dass ebensoviele Coefficienten in ^ numerisch feste Werthe

annehmen. Daher ist die Zahl der in ^ enthaltenen, willkürlichen

Coefficienten

J[(»i+*^2-1)K+»«2-2)K+W2-3)-(wi-1)K-2)(w,-3)-(m2-1)(w2-2)(«2-3)]

= 2 **i^2 0*1 + »«2 — 4) + 1 = p. (6a)

Die angegebenen Bildungen lassen sich unmittelbar auf eine

Curve im Raum B^ von q Dimensionen ausdehnen. Seien 9 -j- 1

Variable rj;^, iCg, . ., x^,^i verbunden durch q— 1 homogene Gleichungen

1) Clebsch, 1. c. S. 220.

12*
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(7) Ui =0 ll2 = . . . Mp_i = 0,

bez. vom Grade n^, n^, . ., w^_i. Fügt man die Gleichungen zweier

Ebenenbüscliel im Raum E^ mit festen Axen und variablen Para-

metern X, y hinzu, so führt die Elimination von x^, . ., x^^i auf eine

Gleichung zwischen den Parametern F(Xj y) = und bei bestimmten

Voraussetzungen hat man gleichzeitig

(8) x^:x^:..: x^^x = ®^:®^: ..: @^+i,

wo die ®i ganze, rationale Functionen in {x, y) sind. Damit ist eine

eindeutige Beziehung zwischen der Raumcurve (7) oder (8) und der

ebenen Curve jP= hergestellt. Das Geschlecht der Curve (7) ist

dasselbe, wie das von F= und drückt sich durch die ?t,- aus in der

Form

(9) P = 2%**2 • • n^-i{n, + ^2 H f- «(.-1 — P — 1) + 1.

Diese Zahl gibt zugleich die Anzahl der zu der Raumcurve (7)

gehörigen, linear unabhängigen Functionen vom Grade «^ -f~ n^ -f-
• •

-f- M^_i — Q — 1 an.

Es ist nun im Allgemeinen vortheilhafter, nicht von einer be-

liebigen Curve in einem Raum von höherer Dimension auszugehen

und aus ihr die äquivalente, ebene Curve abzuleiten, sondern umgekehrt,

von der ebenen Curve F{x, y) = ausgehend, die möglichen, äquiva-

lenten Darstellungen der Raumcurven zu untersuchen. Dabei kommen
die früher entwickelten Sätze über die zu F(x, y) = gehörigen,

rationalen Functionen von (x, y) zur Verwendung.

Man bilde zu der Gleichung F(x, y) = vom Grad n und vom
Geschlecht p eine Reihe von rationalen Functionen in (x, y) von der-

selben Ordnung m und mit beliebigen oo^ Punkten. Der gemeinsame

Nenner dieser Functionen sei @o, die Zähler @j, 0^, . ., ®q+i-

Dieselben seien F=0 adjungirt, von gleichem Grad und linear un-

abhängig, wozu erforderlich ist, dass ^<m

—

p, da es m — p -\- ^

linear unabhängige Functionen der Ordnung m mit willkürlichen oo^

Punkten gibt (§ 12 Satz Ib). Setzt man nun

(10) x^'.x.^: . .: x^j+i = ©^ : ©^ - - ®c+i ,

so ist damit eine Curve im Raum 2?^ definirt, deren Grad = m ist,

da i^ = von jeder Curve

in m beweglichen Punkten geschnitten wird. Durch Elimination

von {x, y) aus F=0 und den Gleichungen (10) erhält man eine

zweite Form für diese Raumcurve, nämlich q — 1 Gleichungen zwischen

den Variabein x^^, . ., x^,^i
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tt^ = tf2 = .. «^,-1 = (11)

und es ergeben sich gleichzeitig im Allgemeinen x und y als rationale

Functionen der durch die Gleichungen (11) verbundenen Variablen

a^i, . ., Xq+i. Doch kann auch der Fall eintreten, dass die durch (11)

definirte Raumcurve zerfällt. Sie ist dann nicht eindeutig auf F=0
bezogen; es müssen vielmehr noch vreitere Gleichungen in Xj^, . ., a^p+i

hinzutreten, um denjenigen Theil der Raumcurve (11) abzusondern, der

sich eindeutig auf F == beziehen lässt. Hiernach hat man den Satz:

(I) Jeder ebenen Curve F(x, y) = vom Geschlecht p ent-

sprechen im Allgemeinen eindeutig gewisse Curven im
Raum Bq vom Grade m, wobei () < w

—

p ist. Alle diese

Curven besitzen dasselbe Geschlecht p und dieselben

3^ — 3 Moduln wie F=0.
Besonderes Interesse gewinnt diese Behandlung, wenn man mit

den zu i^=0 gehörigen, adjungirten Functionen O operirt, deren Quo-

tienten von der Ordnung m = 2p — 2 sind. Um nur den allgemeinen

Fall zu betrachten, setzen wir (p > 3):

x^:..:x^=0,:..: O,, (12)

wo die ^i p zu F=0 gehörige, linear unabhängige ^-Functionen

sind. Die Gleichungen (12) stellen eine Curve im Raum Rp—i vom
Grade 2p — 2 dar. Durch Elimination von (x, y) erhält man p — 2

Gleichungen zwischen {xj^, . ., Xp)

Ui = 0, . ., Up--2 = 0, (13)

die im Allgemeinen ebenfalls die Raumcurve darstellen, zu denen aber

unter Umständen noch weitere Gleichungen zwischen (x^, . ., Xp) hinzu-

zufügen sind.

Das Eigenthümliche der Darstellung (12) beruht nun in dem Satz^):

(II) Legt man an Stelle von F{x, y) = die Raumcurve (13)

zu Grunde, so verwandeln sich die eindeutigen Trans-
formationen der Variabein (x, y) in lineare Transforma-
tionen der Variabein (x^, x^, . ., Xp) und folglich die Sp — 3

Klassenmoduln von F = in die simultanen Invarianten
der Gleichungen (13) im Sinne der gemeinen Invarianten-

theorie.

In der That: die eindeutige Transformation von F == führt

nach (I) § 23 jeden Quotienten zweier ^-Functionen wieder in einen

1) Weber, Math. Ann. Bd. XIII S. 45 (1877).
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solchen Quotienten über, sie führt also, abgesehen von einem Pro-

portionalitätsfactor,

^i über in öjiC^i + • • + dip^p,

wo die aa- beliebige, constante Grössen sind. An Stelle der p — 2

Gleichungen (13) Wj = treten also ^ — 2 neue Gleichungen z;,- = 0,

die aus tt, = hervorgehen, indem man

(14) Xi durch anXi + • • + aipXp

ersetzt oder indem man auf die Gleichungen m,- = eine beliebige

lineare Substitution anwendet.

Den Moduln von jP= entsprechen solche aus den Coefficienten

der Gleichungen (13) gebildete Combinationen, welche durch die lineare

Substitution (14) nicht geändert werden, das sind aber die gewöhn-

lichen, simultanen Invarianten der Gleichungen (13). (q. e. d.)

Die Zahl der unabhängigen Combinationen von Coefficienten des

Systems (13) sei P; da man p^ — 1 derselben durch passende Be-

stimmung der Coefficienten in der linearen Substitution (14) beliebige,

numerische Werthe geben kann, so hat der Rest von P — {p^ — 1)

Combinationen feste, unveränderliche Werthe. Daher ist P — J)^ + 1

die Zahl der Moduln.

Man kann dies in doppelter Weise verwerthen. Nimmt man die

Zahl der Moduln als bekannt an, =2>p — 3, so kann man P be-

stimmen; es wird

(15) F=p^-\-?,p-^ = {p-l){p-\-^).

Nimmt man die Zahl 3^ — 3 der Moduln nicht als bekannt an,

so erhält man eine neue Herleitung derselben durch directe Bestim-

mung von P. Diese Bestimmung stösst allerdings für höhere Werthe

von p auf Schwierigkeiten; man kann sie aber durch folgende Ueber-

legung ersetzen^). Projicirt man die Curve (13) von einem ihrer

Punkte auf den nächst niederen Raum Bp—2, so erniedrigt sich

offenbar der Grad der Curve um 1; gleichzeitig wächst aber die

Constantenzahl der Curve um 1, weil das Projectionscentrum in un-

endlich viele Punkte der Curve gelegt werden kann. Man projicire

nun die erhaltene Curve des Raumes Bp—2 wieder von einem ihrer

Punkte auf den folgenden Raum Pp_3 u. s. f., bis man die Projection

F{x^y X2, x^) = im Raum B^ hat. Für diese Curve lässt sich leicht

die Zahl der Moduln berechnen. Da der Grad der ursprünglichen

Curve (13) gleich 2p — 2 war und p — 3 Projectionen vorgenommen

wurden, so ist der Grad von jP= 2p — 2 — (p — 3) =^ -|- 1

,

1) Klein, Vorl. üb. d. Theorie d. ellipt. Modulfunctionen. Hrsgb. v. Fricke.

Leipzig. Teubner 1890. S. 566 u. in Vorlesungen. 1880/81.
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und da das Geschleclit p erhalten bleibt, so ist die Zahl r der Doppel-

^P{P— 1)— 25 = 2^
punkte von i^= r = -p{p — 1) — P = -^pip — ^)- Die Zahl der

nicht homogenen Constanten in F beträgt zunächst k (P "i~ 1) (l* ~l" 4).

Von dieser Zahl sind abzuziehen die Zahl r und die Zahl 8; die erstere

weil F= r Doppelpunkte hat, die letztere, weil eine lineare Trans-

formation der Coordinaten (x^, x^, x^ 8 Constanten mit sich führt, die

man so bestimmen kann, dass 8 Constanten in i^== beliebige, nume-

rische Werthe erhalten. Dagegen ist zuzufügen die Zahl jp — 3, weil

bei jeder der p — 3 Projectionen 1 Constante hinzutritt. Daher ist

die Zahl der Moduln

= \{P + l)(i> + 4) - \t{p - 3) - 8 + 2, - 3 = 3i) - 3. -

Man kann das System der Gleichungen (13) direct bilden, indem

man die Gesammtheit der zwischen den j) linear unabhängigen

C?- Functionen von F == bestehenden, algebraischen Gleichungen

höheren Grades aufstellt und aus denselben diejenigen aussondert,

welche im Stande sind, eine Klasse von algebraischen Gleichungen vom
Geschlecht p zu definiren^).

Nach § 12 Satz Ib besteht zwischen je m — p -\- '2 rationalen

Functionen in (x, y), die von der Ordnung m sind und die nämlichen,

willkürlich gewählten m oo^ Punkte besitzen, mindestens eine homo-

gene Gleichung. Bildet man nun ganze, homogene Functionen

Fq, i^i, JPg • • "^om Grade fi in den p Functionen ^j und dividirt

Fl, F^, . . durch F^, so hat man, da jedes 0,- 2p — 2 0^ Punkte hat,

rationale Functionen von der Ordnung m = 2^{p — 1) mit denselben

oo^ Punkten. Es besteht also zwischen je m— p-\-2= {2^— \){p— 1)+ 1

der Functionen F^, F^, . . mindestens eine lineare, homogene Gleichung.

Nimmt man für diese Functionen die ft*®" Potenzen und die ^-glied-

rigen Producte der p Functionen ^,-, so lässt sich zeigen^), dass sich

unter diesen stets (2ft

—

^){p — 1) befinden, die linear unabhängig

sind. Da die Zahl dieser Functionen

P _ P-i^ + l--- j3 + ^—

1

'" 12«. '

so folgt der Satz:

(III) Die Zahl der von einander unabhängigen, homogenen
Gleichungen vom ^^^^ (> 1) Grade zwischen den p C&-Func-

tionen ist

.

I', - (-> - ^){P - 1). (16)

1) Weber, Math. Ann. Bd. XIII S. 43 ff. (1877).

2) Nöther, Math. Ann. Bd. XVII S. 272 (1880).
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Diese algebraisclien Gleichungen höheren Grades zwischen den p
linear unabhängigen Functionen 0i sind nur eine identische Folge

der einen Grundgleichung F= 0, d. h. sie werden identisch befriedigt,

wenn man in sie die ^i als Functionen von {x, y) einträgt. Um-

gekehrt sind mehrere dieser Gleichungen und zwar im Allgemeinen

jP
— 2 derselben (die obigen Gleichungen (13)) im Stande, die Gleichung

F= oder eine zu derselben Klasse gehörige Gleichung zu ver-

treten. Man erhält diese Gleichung F= etwa, indem man zu den

p — 2 Gleichungen zwischen den 0,- die Gleichungen

i i i i

hinzufügt und die j) — 1 Verhältnisse der ^i eliminirt. Doch ist in

jedem Fall zu prüfen, ob wirklich p — 2 Gleichungen zwischen den

0i ausreichen, um eine Klasse von algebraischen Gleichungen vom

Geschlecht p zu definiren.

Man kann die für die Grundgleichung F{x, y) == und ihre

Schnittcurven früher entwickelten Sätze, besonders den Riemann-

Roch'schen Satz, ohne Schwierigkeit auf die mit i^= in eindeutiger

Beziehung stehenden Raumcurven übertragen. Statt dies auszuführen,

gehen wir noch kurz auf die zu diesen Raumcurven gehörigen

Abel'schen Integrale ein^). Die Bildung derselben geschieht in

der nämlichen Weise wie in § 23.

Sei zuerst eine Curve im Raum B^ gegeben als der vollständige

Durchschnitt der Flächen w'= 0, u"= vom Grade n^ und ^2 ^^

den Variabein {x^^, . ., x^. Dann ist, wenn g^ = w- gesetzt wird,

K^'x^+ u%x.2-\- W3"^3+ w/'^4=0; u^'dx^-\-U2'dx^-{- u^'dx^-\-u^'dx^ ==

Hieraus ergeben sich 6 Gleichungen der Form

Xidxk — X],dXi = (ii'iUm — u'i'tiTn) dn,

wo d^ ein Proportionalitätsfactor ist und ihlm zu ersetzen sind der

Reihe nach durch 12 3 4; 1342; 1423; 2314; 3412; 4213.

Bildet man nun den Diflferentialausdruck

:

i i i i

so ist derselbe von den ganz beliebig wählbaren Grössen a/,a/'(i=l,.., 4)

unabhängig. Er ist ferner nur von den Verhältnissen der Xi ab-

1) Clebsch, Journ. für Math. Bd. 63. S. 221 (1863).
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hängig, wenn man unter ij (x) eine homogene, rationale, ganze Func-

tion der Xi vom Grade («^ + Wg — 4) versteht und unter M (x) und

N(x) homogene, ganze, rationale Functionen von beliebigem, aber

gleich hohem Grade.

Unter diesen Voraussetzungen stellt (17) das allgemeine Abel'sche

Differential dar, bezogen auf die Raumcurve u'== 0, u"= 0. Denn

führt man mittels der Gleichungen (5) an Stelle der Xi die beiden

durch die Gleichung F{x, y) = verbundenen Variabein (x, y) ein,

so kommt das Differential (17) auch der Form nach auf das allge-

meine zu F{x, y) = gehörige Abel'sche Differential zurück. Ist

M(x) : N(x) eine Constante, so ist (17) ein Differential 1. Gattung;

nach (6 a) existiren p = -^n^^ n^ (w^ -f- Wg — 4) -|- 1 linear unabhängige

Differentiale 1. Gattung.

Für die zu der Raumcurve u'== 0, u"= gehörigen Integrale

(17) gelten nun ganz analoge Sätze wie für die zu F{x, y) = ge-

hörigen Integrale. So lautet z. B. das Abel'sche Theorem für

dieselben:

(IV) Die Summen der Integrale von (17), ausgedehnt über

alle Schnittpunkte der Curve u'= 0, u"= mit einer

Fläche V = 0, ist gleich einer rational-logarithmischen

Function der Coefficienten von v = und gleich einer

Constanten, wenn (17) ein Differential erster Gattung ist.

Die vorstehende Betrachtung lässt sich unmittelbar auf eine Curve

im Räume von q Dimensionen ausdehnen. Sind p + 1 Variable

x^, . ., Xq+i verbunden durch q — 1 homogene Gleichungen

«^ = «2 = 0.. Mp_i = (18)

bez. vom Grade n^, n^, . ., W(5_i und wählt man ganz beliebig

(() — 1) (p -}- 1) Grössen

«i, «2? ••; ^(.+1 (^ = 1; ••; 9 — 1);

setzt man ferner

und versteht unter (J (ic) eine homogene, ganze, rationale Function

in den Xi vom Grade {n^-\- • • -\- n^— i
— ^ — 1), unter M{x) und

'Nix) homogene, ganze, rationale Functionen der Xi von gleichem

Grade, so ist das allgemeine zu den Gleichungen (18) gehörige AbeFsche

Integral, analog (17), von der Form
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und das zugehörige Abel'sclie Theorem lautet:

(V) Die Summe der Integrale (19), ausgedehnt über alle

Werthsysteme, welche die Gleichungen (18) mit einer p'""

Gleichung Uo = gemein haben, ist eine rational-lo-

garithmische Function der Coefficienten von «^ und eine

Constante, wenn (19) ein Integral 1. Gattung, also 3I{x):N(x)

eine Constante ist.

Wegen der geometrischen Folgerungen, die sich aus dem Satze

(IV) ziehen lassen, sei auf die Litteratur verwiesen^).

1) Clebsch, Journal für Math. Bd. 63. S. 222 ff. (1863).



Zweiter Theil.

Das Jacobi'sche Umkehrproblem.

Einleitung.

Der zweite Theil der Theorie der Abel'schen Functionen und

Integrale enthält die Lösung des Umkehrproblems. Wir schicken

auch hier eine kurze Uebersicht über den entsprechenden Theil der

Theorie der elliptischen Functionen voraus^).

Setzt man das elliptische Integral 1. Gattung gleich einer com-

plexen Variabein w, also (s. S. 3)

-/iP= = ^, (1)

so besteht das Umkehrproblem darin, die Functionen Yx— &», x=p(ii)f

y = yBx = — p\^), und allgemein eine beliebige, rationale Func-

tion von [x, YRx) als Function des Argumentes ti darzustellen. Alle

diese Functionen heissen elliptische Functionen von u und sind

charakterisirt durch folgende Eigenschaften:

Sie sind eindeutig und im Allgemeinen, d. h. mit Ausnahme
einzelner Punkte der w-Ebene, stetig und an keiner Stelle im End-

lichen wesentlich singulär.

Sie sind doppeltperiodisch, d. h. sie besitzen zwei Perioden, die

sehr einfach mit den Periodicitätsmoduln des elliptischen

Integrals (1) zusammenhängen.

Die erste Aufgabe ist die Herleitung der sog. Thetafunc-
tionen, durch welche sich alle elliptischen Functionen analytisch dar-

stellen lassen.

1) Vgl. Weierstrass- Schwarz, Formeln und Lehrsätze etc. 2. A. 1893.

S. 40 ff. Die Bezeichnung der Thetafunctionen ist der Symmetrie halber etwas

abgeändert.
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Die einfachsten elliptischen Functionen sind die drei Wurzcl-

functionen ]/x — d {i = 1,2, 3). Zur Darstellung derselben als Func-

tionen von u genügt die Kenntniss ihrer Perioden und ihrer 0' und

oo^ Punkte. Mittels dieser Elemente erhält man die Functionen

Yx— ßi zuerst als Quotienten von doppelt unendlichen Producten mit

gemeinsamem Nenner. Diese Producte lassen sich durch Einführung

der Exponentialfunction in einfach unendliche Producte und diese

weiter in einfach unendliche Summen verwandeln, welche die Theta-

functionen vorstellen.

Haben die Querschnitte a und h der Verzweigungsfläche T die

früher angegebene Lage, sind ferner 2» und 2(o' die Periodicitäts-

moduln des Integrals (1) an den Querschnitten a und b und setzt

man zur Abkürzung

(2) 2cov, T ,h ''''', ffo'-fla-li'''),

(3)i

so ist die Productform der vier Thetafunctionen (wenn n alle ganzen

Zahlen von 1 bis oo durchläuft):

1

0(ti) = ^(v) = 2J7 II^ sin jtvYJO^ — SA^« cos 2jiv + ¥^),

@j (u) = ^1 (v) = 2/i* Hq cos Ttv JY(1 + 2/^2« cos 2;rü 4- /i'^«),

n

&^{u) = ^^{v) = H^YI^^ + 2^2«-! cos 2nv + ¥^-^),
n

®.^(u) = ^^(t;) = -So jfT(l — 2/i2''-i cos 27tv + ¥^-^).
n

Von diesen Functionen ist die erste eine ungerade, die drei

andern sind gerade Functionen von u oder v. Verwandelt man die

Producte in Summen, so erhält man (wenn n alle ganzen Zahlen von

— oo bis -j- oo durchläuft):

'@(„) =»(,) „2'/'!«("+l)+K"+0("+i)l^

(4)

n

^ ^ N / N "STT ftilfn^+ ^lv+V)"]
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Die Thetafunctionen haben folgende, charakteristische Eigen-

schaften:

Sie sind eindeutig und für alle endlichen Werthe von u stetig.

Sie besitzen gewisse periodische Eigenschaften derart, dass sie

sich, bei Vermehrung von u um einen der Periodicitätsmoduln des

Integrales (1), nur um Exponentialfactoren gewisser Art ändern.

Die vorstehenden Formeln finden ihre Verallgemeinerung im Ab-

schnitt V; die Darstellungen (4) in den Gleichungen (37) § 26. In

der Theorie der AbeFschen Functionen muss man jedoch den an-

gegebenen Weg zur Herleitung der Thetafunctionen verlassen, da

analoge Productentwicklungen wie (3) für Functionen mit mehreren

Variabein nicht existiren. Wir leiten daher die Thetafunctionen von

p Variabein im Abschnitt V auf einem anderen Wege ab, der für die

elliptischen Functionen (p = 1) bereits von Liouville und Hermite

angegeben wurde, nämlich auf functionentheoretischem Wege aus den

Eigenschaften der 2p -fach periodischen Functionen von p Variabein.

Die zweite Aufgabe betrifft die Lösung des Umkehrproblems.

Die Darstellung der Wurzelfunctionen ]/a;— ei durch die Variabein u

ist enthalten in den Gleichungen (i = 1, 2, 3):

yx — Ci = Ci a (5)

wo Ci, C2, C3 von u unabhängige Constanten sind. Setzt man in (5)

ic = 00, ßj, e^, ^3 und zur Abkürzung (i = 1, 2, 3):

0,(0) == ^i(O) = 0i = ^,-

so erhält man

ti = |_- = Ve;

u=0 v==0

(6)

^•^2 — ©7 Ve;

0,

V^i — ^3 0' =A — ^2 • ei — P3

,

0' / 0, / 0g 4/
^3 = @;

= K^i — ^8^^ = ye^ — C3 g,* = ye, — e^-e^ — e^
•

a)

Diese Gleichungen geben die Werthe von (7,, Cg, C^, entweder durch

Thetafunctionen oder rein algebraisch ausgedrückt; zugleich stellen

sich die Quotienten der Functionen 0j, ©2? ®3? ®' algebraisch in

fi, c^, C3 dar.
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Setzt man in (3) m = 0, so folgt zwischen den geraden Func-

tionen @j, ©2, @3 und der Ableitung ®' der ungeraden Function &
für den Nullwerth des Argumentes die Relation

(8) Ä@i02@3 == 2cj@' oder n^^&^^^^^t'.

Verbindet man diese Gleichung mit (7), so ergeben sich Rela-

tionen, welche die Werthe ©i'.yco (i=l^ 2, 3) und @'
: V» rein

algebraisch durch die Grössen Cj, e^, e^ darstellen, und welche zur

annähernden Berechnung der Grösse h oder des Thetamoduls x (2)

durch die gegebenen Grössen ei dienen. Diese Gleichungen sind:

(9)

®3 = -^3 = y~K -^2,

2a)@'= 9-'= 2cj1/— }/ei— e^'^x — ^3*^2— ^3-

Die vorstehenden Formeln finden ihre Verallgemeinerung in dem
VI. Abschnitt; nämlich die Gleichungen (5) in (9), (14), (16) und (19)

§ 31-, die Gleichungen (7) in (11) und (12) § 31 und (18) § 33; die

Gleichungen (9) in (12) § 31 und (29) § 33. Die Gleichung (8) end-

lich in den am Ende von § 33 erwähnten Gleichungen (P).

Die Thetafunctionen bilden nicht nur die Grundlage für die

Lösung des ümkehrproblems; sie beherrschen auch alle weiteren Dar-

stellungen in der Theorie der elliptischen Functionen.

Die dritte Aufgabe bezieht sich daher auf die Darstellung der

allgemeinsten, rationalen Function von \x, yiix) sowohl durch Quo-

tienten, gebildet aus Producten von Thetafunctionen, wie auch durch

Summen, gebildet aus den Ableitungen der Logarithmen von Theta-

functionen; femer auf die Darstellung des Integrals 3. Gattung mit

der oberen Grenze x durch Logarithmen von Thetafunctionen mit

dem Argument u und des Integrals 2. Gattung durch die Ableitung

eines solchen Logarithmus nach u^ endlich auf die Darstellung des

allgemeinsten, elliptischen Integrals durch Logarithmen von Theta-

functionen und die Ableitungen solcher Logarithmen,

Wir führen als Beispiele nur an erstens die Darstellung von

X = p(u) :

(lU) x—p{u)
j^, 1-3 -^,

zweitens die fundamentale Formel:
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in der Xq, Uq ein beliebiges, zusammengeböriges Wertbepaar (rr, u)

ist und aus der sieb wieder die Gleicbungen (5) ergeben, wenn man
Xq gleicb e^, e^, e^ und bez. Uq gleich a, & -\- o', a' setzt; endlich

drittens die Darstellung eines Integrals zweiter Gattung (vgl. 10):

- -— + 0, .(12)
3 0'' ^ ^

und die eines Integrals 3. Gattung (vgl. 11):

/
'VBx^ _dx_ _ @(^u,)

2^^ 0'K) ^

wo die Constanten C von den unteren Grenzen der Integrale abhängen.

Aus (11) ergeben sich weitere, wichtige Formeln, darunter das Addi-

tionstheorem der Thetafunction.

Die Darstellungen der rationalen Functionen durch Thetafunc-

tionen finden ihre Verallgemeinerung in den Formeln des VII. Abschnitts

§ 34—36, die der Abel'schen Integrale in § 37.

Die Form der Thetafunctionen, sowie alle vorgenannten Dar-

stellungen durch Thetafunctionen wurden zunächst gewonnen für eine

bestimmte Lage der Querschnitte a und h in der Verzweigungsfläche

T yon y = yiix.

Die vierte und letzte Aufgabe in der Theorie der elliptischen

Functionen hat die Verallgemeinerung der erhaltenen Darstellungen

zum Ziel, indem sie die Abänderungen untersucht, die eintreten,

wenn die Querschnitte a und h beliebig verlegt werden. Es zeigt

sich, dass dabei die Thetafunctionen eine sog. lineare Transformation

erfahren. Dieselbe besteht darin, dass, abgesehen von einem Expo-

nentialfactor, jede Thetafunction mit dem Argument v und dem Modul

T übergeht in eine Thetafunction, deren Argument v^ und Modul r^

von V und t in einfacher Weise abhängen. Dabei geht die ungerade

Function ^(v, r) in die ungrade Function ^{v^, r^) über, während

jede der drei graden Functionen d-i(v, r) (i^l, 2, 3) in jede der

graden Functionen '0';fc(vj, Tj) (Z; = 1, 2, 3) übergehen kann. Neben
ihrer theoretischen hat die lineare Transformation der Thetafunctionen

die praktische Bedeutung, für jeden Fall die am stärksten conver-

girende Darstellung durch Thetafunctionen zu liefern. Diese Unter-

suchungen über die lineare Transformation der Thetafunctionen finden

ihre Verallgemeinerung im Abschnitt VIII.
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Hiermit sind die wichtigsten Punkte in der Theorie der ellip-

tischen Functionen berührt , wobei jedoch die allgemeine Transforma-

tion ausgeschlossen bleibt. Die Theorie der Abel'schen Functionen

beschäftigt sich nun in ihrem zweiten Theil mit den entsprechenden

Aufgaben; der Stoff ist folgendermassen gegliedert:

Abschnitt V enthält die Herleitung der Thetafunctionen von p
Variabein und die Untersuchung der Nullpunkte derjenigen Theta-

functionen, die man erhält^ wenn man die p Argumente durch p Inte-

grale 1. Gattung mit derselben oberen Grenze ersetzt.

Abschnitt VI enthält die Lösung des ümkehrproblems oder

die Darstellung der einfachsten Abel'schen Functionen durch Theta-

functionen.

Abschnitt VII enthält allgemeine Beziehungen zwischen Theta-

functionen und rationalen Functionen oder Abel'schen Integralen.

Abschnitt VIII enthält die Untersuchung der Abänderungen,

welche die in VI und VII gegebenen Darstellungen durch Verlegung

des Querschnittsystems der Verzweigungsfläche oder durch lineare

Transformation der Thetafunctionen erfahren.



Fünfter Abschnitt.

Die Thetafanction und ihre Nullpunkte.

Der fünfte Abschnitt behandelt die Eigenschaften der Thetafunc-

tion von p Variabein, auf welcher die analytische Lösung des Umkelir-

problems beruht. Wir geben in § 25 nach kurzer Formulirung des

Umkehrproblems eine Herleitung der Thetafunction, in § 26 eine Ent-

wicklung ihrer Eigenschaften. Die übrigen §§ des Abschnitts beziehen

sich auf die Zahl und Lage der Nullpunkte einer Thetafunction, deren

Argumente aus den ^ Normalintegralen \. Gattung gebildet sind.

§ 25. Formulirung des Umkehrproblems. Herleitung der
Thetafunction.

Das Jacobi'sche ümkehrproblem, von dem die folgenden Unter-

suchungen ausgehen, ist eine Verallgemeinerung des elliptischen Um-
kehrproblems (s. Einleitung S. 187). Zu einer Gleichung F{x, y) =
vom Geschlecht p gehören p linear unabhängige Normalintegrale

1. Gattung 1):

X X
rf^{x,y)dx i'L{oc,y) dx

c c

Man bilde mittels der Integrale (1) zwischen p verschiedenen,

oberen Grenzen or^, . . , Xp einerseits und p Variabein üi, .
. , Up

andrerseits die p Gleichungen (^ = 1^ • -, p)'-

l'fii^, y)dx r}. {X, y) dx _

in welchen die p unteren Grenzpunkte Ck beliebig, aber fest gewählt
seien und die Integrationswege zwischen den Punktepaaren c,, und Xu

1) Die Wahl der Normalintegrale u^ beeinträchtigt die Allgemeinheit der

Untersuchung nicht, da man durch lineare Substitution statt der p Normal-
integrale Wi,. ., w^ stets j3 beliebige Integrale 1. Gattung i\,. .,v einführen kann,

stahl, Abel'sche Fxinctionen. 18
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in der Verzweigungsfläche T für alle p Gleichungen dieselben seien,

was durch das Congruenzzeichen angedeutet sei. Dann besteht das

Umkehrproblem im engeren Sinne in der Aufgabe, die je durch

^{^7 y) = ^ verbundenen Coordinaten {x/,, ?//,) der p oberen Grenz-

punkte Xi, . ., Xp als Functionen der p Integralsummen U^, . ., TJp

darzustellen^), in erweitertem Sinne in der Aufgabe, rationale

(oder auch gewisse, algebraische) und symmetrische Functionen der

Coordinaten der p oberen Grenzpunkte Xj, als Functionen der p
Grössen Ui darzustellen. Diese Functionen heissen Abel'sche Func-

tionen der Variabein f/j, . ., TJp. Es zeigt sich im Verlauf unserer

Untersuchungen (§ 36), dass diese Functionen charakterisirt sind durch

folgende Eigenschaften:

(A) 1) Sie sind eindeutig, ferner im Allgemeinen (d. h. mit

Ausnahme von Werthgebieten von weniger als 2p Dimen-
sionen) stetig und für kein endliches Werthsystem der TJi

wesentlich singulär. Die p Variabein Ui heissen auch die

Argumente der Abel'schen Functionen.

2) Sie sind 2jp-fach periodisch, d. h. sie besitzen 2p von

einander unabhängige Periodensysteme, die mit den

Systemen der Periodicitätsmoduln der Integrale (1) sehr

einfach zusammenhängen. Diese Periodensysteme heissen

auch die Modulsysteme der Abel'schen Functionen.

Wir zeigen nur kurz, wie man durch Verallgemeinerung einer

von Jacobi für p = 2 angestellten Untersuchung^) gerade auf das in

(2) formulirte Umkehrproblem geführt wird und warum man die

Umkehrung eines einzelnen der Integrale (1), etwa des ersten, durch

welche x als Function von u^ definirt würde, ausschliesst. Es ist klar,

dass, wenn eine Lösung des Problems (2) möglich ist, zu denselben

Punkten Xh in (2) unendlich viele Werthsysteme der Ui gehören, die

sich jedoch nur um Systeme von zusammengehörigen Periodicitäts-

moduln der Integrale (1) unterscheiden. Die Coordinaten der p Punkte

Xu sind also 2jp-fach periodische Functionen der ^ Variabein Ui] sie

sind aber zugleich einwerthige Functionen der Ui, wie schon in (A)

erwähnt wurde und später (§ 28) bewiesen wird. Ebenso wären die

Coordinaten des Punktes x in der ersten Gleichung (1), die Umkehr-

1) Ein specieller Fall des Umkehrproblem s ist das Abersche Theorem, wo

die Grössen U^ ebenfalls Summen von Integralen 1. Gattung mit gegebenen

Grenzen sind und wo die Lösung d. h. die Bestimmung der p Punkte X/^ rein

algebraisch ist (s. § 20).

2) Jacobi, Ges. W. Bd. II S. 7 if. (1832) und S. 23 ff. (1834).
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barkeit dieser Gleichung vorausgesetzt, 2p-fach periodische Functionen

der einen Variabein it^; sie wären aber nicht eindeutige, sondern unend-

lich vieldeutige Functionen von u^, wie aus dem Folgenden hervorgeht.

Eine Function von p Variabein a^, . ., C3p heisst periodisch,

wenn sie ihren Werth nicht ändert bei gleichzeitiger Zunahme aller

Argumente um ein constantes Grössensystem, etwa A^, . ., Äp. Ein

solches System heisst ein System zusammengehöriger Perioden.

Hat die Function mehrere Periodensysteme, etwa An, .., Apx]

Ai2, . ., Ap2] . .; Aiq, . ., Apq, so ist auch jede lineare Combination

derselben wie fyiiAj^i + • • + nigAiq] ^lA^i + • • + m^Aiq^ . .;

m^Api-\ 1- niqApq mit denselben ganzzahligen Coefficienten m^,. .,mq

ein zusammengehöriges Periodensystem. Mehrere Periodensysteme

heissen von einander unabhängig, wenn sie nicht aus einer geringeren

Zahl von Periodensystemen in der angegebenen Weise sich zusammen-

setzen lassen.

Ist nun eine Function von p Variabein oji , . ., ojp eindeutig

und im Allgemeinen stetig und besitzt sie q von einander un-

abhängige Periodensysteme, dargestellt durch das Schema:

An An - • Ai„

A21 A22 • • A20

CO

(Og

(0,

(3)

A.pi Äp2 • ' -^-Pi

so gelten folgende Sätze ^), die wir nur historisch anführen:

(I) Ist Q = 2p, so kann die Determinante A, gebildet aus

den reellen und imaginären Theilen A^ und A'a der Mo-
duln Aik, nicht verschwinden, oder geometrisch: es kann
der Inhalt des periodisch wiederkehrenden Gebietes der

Function nicht Null sein.

Wäre nämlich die Determinante A = 0, so hätte man zwischen

den 2p Modiilsystemen p Gleichungen der Form (i = 1, . ., p):

qiAii -j 1- q2pAi2p = 0,

wo qi, . ., gsp reelle Zahlen sind; es sind dann zwei Fälle möglich:

entweder die 2p Grössen g» sind sämmtlich ganze oder rationale

Zahlen; dann kann man zeigen, dass die 2p Periodensysteme sich

auf nur 2p — 1 Systeme zurückführen lassen;

1) Hermite, Journ. für Math. Bd. 40 S. 310 (1850). Riemann, Ges. W.
S. 27G ff. (1859). Clebsch-Gordan, Abel'sche Functionen S. 130 ff. (1866).

Weierstrass, Berliner Monatsberichte 1876 oder Abh. zur Functionenlehre.

Berlin 1886 S. 165 ff".

13*
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oder die 2p Grössen qi sind zum Theil oder alle irrational; dann

kann man zeigen, dass sich die p Variabein üJj durch weniger als

p lineare Combinationen der w,- ersetzen lassen.

Beides betrachten wir als ausgeschlossen.

(II) Eine eindeutige und im Allgemeinen stetige Function
von p Variabein Oj, . ., cop kann nicht mehr als 2p unab-
hängige Periodensysteme besitzen.

Zum Beweise seien 2p unabhängige Periodensysteme (3) {Q= 2p)
gegeben , also die zugehörige Determinante Ä^O (nach I). An-

genommen, es gäbe noch ein (2p + 1)*^* Periodensystem Äi2p+i, • -,

^p2p+i, SO bilde man mit 2p -\- 1 ganzen Zahlen m^, . ., m^p+i die

2p reellen Ausdrücke {1=1, . ., p):

(P) \

[miÄn-] h m2p+iÄi2p+i.

Dann sind zwei Fälle möglich:

entweder die 2p -\- 1 Zahlen w^ lassen sich so bestimmen, dass

die 2p Ausdrücke (5) sämmtlich Null werden; dann kann man
zeigen, dass die 2p -{- 1 Periodensysteme sich auf 2p Perioden-

systeme zurückführen lassen;

oder die 2p -\- 1 Zahlen nti lassen sich so bestimmen, dass die

2p Ausdrücke (5) kleiner werden als 2p beliebig vorgegebene, kleine

Grössen «i, . ., £2^; dann kann man zeigen, dass die p Argumente

coi sich durch weniger als p lineare Combinationen der cjj ersetzen

lassen. Beides war ausgeschlossen.

Diese Sätze führen nun nothwendig auf die Form (2) des Umkelir-

problems^). Denn wollte man ein einzelnes Integral 1. Gattung mit

der oberen Grenze x gleich U setzen, so würde der allgemeinste

Werth, den das Integral bei Veränderung des Integrationsweges an-

nimmt, aus einem Werth ü hervorgehen, indem man diesen um eine

lineare, ganzzahlige Combination der 2p Periodicitätsmoduln des Inte-

grals vermehrt. Durch passende Bestimmung der ganzen Zahlen

könnte man nun (wie sich aus dem Beweise von (II) ergibt) den

reellen und imaginären Theil des Zuwachses, den U so erfährt, also

auch diesen Zuwachs selber, beliebig klein machen. Das Integral

könnte also für jede obere Grenze x jeden Werth U annehmen und

folglich auch die obere Grenze für jeden beliebigen Werth von U
jeden beliebigen Werth x. Bei der ümkehrung würde man also für

die Coordinaten des Punktes x Functionen von ü erhalten, die

1) Jacobi, 1. c. und Clebsch-Gordan, Abel'sche Functionen S. 136.
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imencllich vieldeutig wären und deren Werth nicht sowolil von dem
Werth des Argumentes TJ abhinge, als vielmehr von dem Wege,
den das Integral durchlaufen muss, um einen gewissen Werth U zu

erlangen. Aehnliches würde gelten, wenn man Gleichungen der Form

(2) bilden wollte aus C[ Integralen 1. Gattung mit q oberen Grenzen

Xk und g Yariabeln üi, so lange g < jp wäre. Nimmt man aber die

p Gleichungen (2), also q=p, so fallen die Schwierigkeiten weg.

Denn die allgemeinsten Werthe der Ui, die durch Veränderung der

Integrationswege entstehen, gehen aus einem Werthsystem hervor

durch Hinzufügung eines Systemes von zusammengehörigen Perio-

dicitätsmoduln der Integrale. Trennt man nun die p Zuwüchse, welche

die verschiedenen Grössen üi so erhalten, in ihre 2p reellen und

imaginären Theile, so kann man durch passende Bestimmung der

ganzen Zahlen (wie sich aus dem Beweise von (II) ergibt) von diesen

2p Grössen wohl die 2p — 1 ersten beliebig klein machen, nicht aber

die 2p^. In zwei Werthsystemen der TJi also, die denselben oberen

Grenzpunkten Xu entsprechen, sind die beiden Werthe wenigstens für

eine der Variabein Z7i um eine endliche Grösse verschieden, so dass

also nicht mehr jedem System der oberen Grenzen Xh jedes System

der Ui entspricht, (q. e. d.)

Die analytische Behandlung des ümkehrproblems gründet sich

nun, wie bei den elliptischen Functionen, auf eine transcendente

Function, die Thetafunction mit p Variabein. Man gelangt zu

derselben^), indem man sich die Aufgabe stellt, eine Function zu

bilden W{(Oi, . ., (Op) von p Variabein coi, . ., cop, die durch die Eigen-

schaften (A) S. 194 charakterisirt ist. Die 2p simultanen Perioden-

systeme dieser Function seien gegeben durch das Schema:

Ol

o.

An . . Ai 2p

(6)

A.pi . . Ap2p

Da die Determinante A, gebildet aus den reellen und imaginären

Theilen dieser Perioden, nicht verschwindet (Satz I), so können auch

nicht alle aus p der Periodensysteme gebildeten Determinanten ver-

schwinden. Eine der nicht verschwindenden Determinanten sei die

der p ersten Periodensysteme in (6). Wir benutzen dieselbe zur Ein-

führung neuer Variabein Vi, . ., Vp, indem wir setzen (^ = 1, . ., p):

(OiTci = ^^AiiVj, ..., a)p7ti=^ApiVi. (7)
i i

1) Für ^ = 1: Hermite (1844'), s. Jacobi's Ges. W. Bd. II S. 97. Für all-

gemeines p: Weber, Ab, F. {p = 3) S. 5 ff". (1875).
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Vi
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auf eine Constante reduciren, so müssen 1, 2, . . oder p Relationen

der Form bestehen:

p

1=1

wo die hi und l ganze Zahlen sind.

Bestehen p solcher Relationen, von denen keine aus der anderen

folgt, so sind die Grössen &; rationale Vielfache von ni und die

wahren Perioden der Function sind nicht jti selber, sondern gewisse

Bruchtheile von ni, aus denen auch das Periodensystem h^, . ., h,,

zusammengesetzt werden kann. Bestehen aber nur 1, 2, . . oder p— 1

solcher Relationen, so beschränkt sich die Function bez. auf 1, 2, . .

oder p — 1 Glieder, die sich bez. durch 1, 2, . ., p — 1 lineare Gom-

binationen der Variabein v^, . ., Vp (nämlich die Werthe ^kiVi) aus-

drücken lassen, was wir ausschliessen.

Wäre dagegen zweitens:

^K + ^1, ', Vp + h) = C^K, • •, Vp),

so müsste C die Form haben C == e "* ', wo /Xj, . ., ^p ganze Zahlen

sind. Dann aber hätte man in e~^ '^' 0(vi, . ., Vp) eine Function,

die eindeutig und für alle endlichen Werthe der Argumente stetig

wäre und ausser den Einzelperioden ni das Periodensystem b hätte,

was nach dem Vorstehenden ausgeschlossen ist.

Wir beweisen nachträglich den bereits benutzten Satz^):

(IV) Eine für alle endlichen Werthe der Argumente i\,..,Vp

endliche und stetige Function ^(vj, . ., V;>), die für jedes

Argument einzeln die Periode ni hat, lässt sich immer
und nur auf eine Art in eine nach ganzen positiven und

negativen Potenzen der Grössen e "% . ., e "^ fortschreitende,

für alle endlichen Werthsysteme von v^, . ., Vp convergente

Reihe von der Form (9) entwickeln.

Zum Beweise betrachte man ^{v^, . ., Vp) zunächst als Function

von Vj allein und bezeichne sie in diesem Sinne mit ^j {v^. Da diese

Function die Periode ni besitzen soll, so lässt sie sich, und zwar nur

auf eine Art, in eine nach Potenzen von e^"' fortschreitende, für alle

endlichen Werthe von v^ convergente Reihe entwickeln von der

Form:

^1M =^ B.^ e^v,., (^^ = _ oo, . ., + oo)

.

(9a)

»1

1) Hermite 1844 1. c. Thomae, Die allgem. Transform, der Thetafunc-

tion, Diss. Göttingen 1864. S. 6.
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Deim setzt man 2Vi = log 0, so entspricht jedem Werth von

eine Reihe von Werthen v^ von der Form v^ -\- mni, wo m eine

ganze Zahl ist. Allen diesen Werthen entspricht nur ein Werth von

<&^ (v^. Daher ist ^^ {y^ eine eindeutige Function von z. Ferner

ist ^1 (Vj) endlich für alle Werthe von 0, mit Ausnahme von =
und 2! == 00. Schlägt man daher um den Nullpunkt der ^f- Ebene

einen sehr kleinen und einen sehr grossen Kreis, so ist die Function

0^ (vj) in dem Ringgebiet zwischen den zwei Kreisen eindeutig und

stetig und folglich entwickelbar in eine nach ganzen, positiven und

negativen Potenzen von z fortschreitende Reihe, die für jeden Punkt

des Ringgebietes convergirt. Führt man wieder Vj ein statt 8, so

hat man die obige Entwicklung (9 a). Kehrt man zurück zur Func-

tion ^(^1, . ., «v), so ist der Coefficient JB,.^ in (9a) noch Function

von (^2, . ., Vj^ und lässt sich, als Function von v^ betrachtet, die

nach Voraussetzung die Periode 7ii besitzt, entwickeln in der Form:

^n -2 ^'^'^ ^''"'^
(^2 = — <^, • •, + ^)

,

Avo Br^,., noch Function von (^3, . ., Vp) ist. Fährt man so fort, so er-

gibt sich schliesslich für ^(^i, . •, Vp) die Entwicklung (9), in der

die Coefficieiiten -B^. ..r^ von v^, . ., Vp ganz unabhängig sind. (q. e. d.)

Aus Satz III ist zu schliessen^), dass die allgemeine, periodische

Function F{üi, . ., Vp) von p Yariabeln mit mehr als p Perioden-

systemen nothwendig Stellen v^ . ., Vp im Endlichen hat, in denen

sie unendlich wird und weiter, dass sie sich darstellen lässt in Bruch-

form :

wo und ^1 convergente Reihen der Form (9) sind. Die Bedingung

dafür, dass die Function F, ausser der Periode ni für jede Variable,

noch p weitere, simultane Periodensysteme &a- (8) habe, ist

^(^1

+

ho • - ^p

+

^^ _ ^i(^i+^i.-^ ••>^^+&^,) __ .

so dass für Zähler und Nenner in (10) die Functionalgleichungen

gelten (i = 1 , . , p)'-

(11) ^{v'i. -f hu, -; Vp-i- hp,) = 0{i\, . ., v^;) (pi(Vi, . ., Vp).

Da die p Functionen 9?, (ohne Constanten zu sein, Satz III) für jede

1) Weber, 1. c. S. 8 ft'.
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Variable die Periode 7t i haben müssen, so macht man die einfachste,

zulässige Annahme, indem man setzt (i, r = 1, . ., jp):

22;**'
»r

q)i(v„ .., ü,,) = ae ^ '
, (12)

wo die d beliebige Constanten und die li^ ganze Zahlen bedeuten.

Zunächst kann die Determinante der ¥, also

^-^±h'\'--K, (13)

nicht verschwinden. Es würden sich nämlich sonst p ganze Zahlen
n^, . .,np bestimmen lassen (proportional gewissen Unterdeterminanten

von K) so, dass ^«,7;;; = ist. Bildet man nun h =^ mbni

,

' «

so würde aus (11) und (12) folgen:

wo C eine Constante ist. Dies ist aber nach (III) nicht zulässig.

Diese Bemerkung führt zur Vereinfachung durch Einführung
neuer Variabein ; wir setzen nämlich:

^ki,Vr = — mui, 2K^rh = - maa, (14)

wo m = Z (13) ist und bezeichnen 0(1;,, . ., v^) als Function der «,

durch 0(mi, . ., u^.

Die Function ®(u^, . ., Up) hat wieder für jede einzelne Variable
Ui die Periode ni. Denn die Auflösung von (14) ergibt, wenn K^
die Unterdeterminante von ¥^ in Ä" ist,

^1 = - (^>i + --- + KPUp)', .
.

. 5 i;^ = _ (Z-i^i + . . • + Zng,
p

so dass den Werthen {u^, w^, . ., Uj) = (;ti, 0, . ., 0) die Werthe
^1 = ~ Klni, . .^Vp = — K^ni entsprechen. Die Function ^{v^,

.

., Vp)

aber bleibt bei Vermehrung der Vi um diese Grössen ungeändert. Die
Gleichungen (11) gehen ferner mit Eücksicht auf (12) und (14)
über in

&(lh + öle, . ., Up + ttpi) = Cie-^"'"i0(u,, . ., Up).

Die ganze Zahl m = K(13) ist beliebig; wir setzen sie positiv
voraus, da einer Umkehrung des Zeichens von m nur eine Umkehrung
der Vorzeichen der Ui und der a^ entsprechen würde. Ferner sind die

Constanten d beliebig, da eine Aenderung derselben mit einer Aende-
rung der Ui um gewisse additive Constanten gleichbedeutend ist; wir
setzen unbeschadet der Allgemeinheit d = e-'^i'^ii.
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Hiermit ist eine Function ©(%, . ., Up) gewonnen, die sicli in

der Form darstellt;

(15)

0(mi, . ., Up) =2 • '^A,^..y^e
•"

(16)

K; ••; Vp= — OO, •• 4-Oo),

und die den beiden Functionalgleichungen genügt (i, 7c = 1, . ., p):

&(th, . ., Uk, . ., Up) = 0(mi, . ., Uk + ni, . ., Uj),

®{ui, , Wj,) = @(mi + Uli, . ., Up -\- üpi) e'"(^"t + «»i>.

Ein solche Function heisst eine Thetafunction von der Ord-

nung m mit den Variabein oder Argumenten Ui und dem Pe-

rioden- oder Modul-System 7ti und a^. Das Letztere ist enthalten

in dem Schema:

(17)

Es bleiben noch die Coefficienten A in (15) zu bestimmen, wozu

die zweite der Gleichungen (16) dient. Aus ihr ergibt sich, wenn

«1, . ., Up beliebige, ganze Zahlen sind, die allgemeinere Gleichung

(i, Jc = l, . ., p):

(18) &(ui,..,Up)=®lui-{-^niaii,..,Up-\-^niapi) e ^^ ''^ K

Setzt man in dem Ausdruck der rechten Seite die Reihe (15) ein,

so folgt:

2 2;»^ ("i+ »« "*) +.Saf k »i (2 y^+m n;t)

.

11,
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tionen von der Ordnung m durch höchstens m^ linear unabhängige

unter ihnen ausdrückbar sind oder dass die allgemeinste solche Theta-

function mP willkürliche Constanten linear und homogen enthält. Die

speciellen Thetafunctionen , auf welche die Untersuchung geführt hat,

sind, wenn (v^, . ., Vp = 0, 1, 2, . . ., m — 1):

und, wenn m = 1, also v^, . ., Vp = ist,

9iu„ ..,vp)=2..2,e^ '*
. (21)

«1 »p

Aus der Gleichung (19) ergibt sich noch die wichtige Folgerung,

dass:

an = au (i, 1=1, . ., p) (22)

sein .muss, oder dass das Modulsystem an der Thetafunction nicht

beliebig ist, sondern eine symmetrische Determinante bildet.

Denn setzt man in (19) alle n gleich ausser m,- und ein zweites

mal ausser rii, so ist:

Av^ . .r,. +m • • Vp = -^rj • • »- • • v^ 6

Setzt man in der ersten Gleichung vi -\- m für Vi und in der

zweiten Gleichung v,- -{- w für Vi und wendet jedesmal die andere

Gleichung an, so erhält man zwei Gleichungen von der Form:

WO in der ersten Gleichung

p '

M= 2^{aik + aik) Vk + (a.» + a^) m + 2aaW«,
i

in der zweiten Gleichung

M= 2^{aik + aik) n + («a- + «<0 ^" + ^anm,
k

woraus durch Vergleichung die Relation (22) folgt.

Indem wir noch die Convergenz der Thetafunction (s. § 26) vor-

aussetzen, fassen wir das bisher Gewonnene in dem Satze zu-

sammen :

(V) Es gibt Functionen der p Variabein u^,,.yUp, die charak-
terisirt sind durch folgende Eigenschaften:
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1) sie sind eindeutig und für alle endliclieu Werthsysteme
der w,- stetig;

2) sie genügen den Functionalgleichungen (16) unter der

Voraussetzung (22) für das Modulsystem üik-

Diese Functionen lieissen Thetafunctionen von der

Ordnung m und stellen sich analytisch dar durch die un-

endlichen Reihen (15). Die Coefficienten derselben ge-

nügen den Bedingungen (19). Die allgemeinste Theta-

function von der Ordnung m lässt sich linear durch

höchstens m^ solcher Thetafunctiojien ausdrücken. Die

Quotienten zweier Thetafunctionen von derselben Ord-

nung sind nach (16) 22J-fach periodische Functionen der p
Variabein Ui.

§ 26. Die Thetafunction erster Ordnung.

In § 25 wurde die allgemeine Thetafunction von der Ordnung m
abgeleitet. Es soll nun die Thetafunction erster Ordnung (m= l)

genauer untersucht werden, die für die Lösung des Umkehrproblems

von besonderer Wichtigkeit ist. Es gibt nur eine solche Thetafunction;

man erhält aber aus ihr durch geringe Veränderungen weitere Func-

tionen von ähnlichem Charakter.

Die Thetafunction erster Ordnung von p Variabein ^) w^, . ., Up

ist definirt durch die p-i&ch. unendliche Reihe (Gl. 21 § 25); wir

führen eine abkürzende Schreibweise ein, nämlich:

(1)
I

»1 »p

(i, lc = l, .., p); (n,, . ., Wp = — oo . . + oo),

wobei ttik = CLki ist.

Zunächst ist die Convergenz der Reihe (1) zu untersuchen. Be-

zeichnet man den reellen Theil von a^ mit aa, so gilt der Satz^):

(1) Damit die Reihe (1) für ein endliches Werthsystem der

Argumente Mj, . ., Up convergire, ist nothwendige und hin-

reichende Bedingung

1) dass die Determinante:

(2) ^+ öii «22 . . a^; ^ sei,

1) Für p = 2 zuerst aufgestellt von Eosenhain (1844), Journ. für Math.

Bd. 40. S. 320.

2) Riemann, Ges. W. S. 121.
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2) dass der Ausdruck:

2 ^aikTiVk Cd)
i k

negativ sei für jedes beliebige, reelle Zahlensystem

oder auch, dass sich dieser Ausdruck durch eine Summe
von p negativen Quadraten darstellen lasse.

Beweis^). Bezeichnet man den reellen Theil von m,- mit m/, so

ist der Exponent in dem absoluten Betrag des allgemeinen Gliedes

von (1):

2 ^ahnink + 2^w,m/. (4)
i k i

Dieser Ausdruck lässt sich als ganze Function zweiten Grades in

n^y . ., ripj wemi die Bedingung (2) erfüllt ist, bei passender Be-

stimmung von p reellen Grössen q^, . ., Qp ersetzen durch:

^a'ik {rii -f- Qi) (fik + qk)- (5)
tk

Hierbei wird allerdings zu (4) noch das von den Zahlen n unab-

hängige Glied 2 ^CLaQiQk hinzugefügt, wodurch die Function (1)
i *

einen Factor erhält; dieser Factor ist aber von keinem Einfluss auf

die Convergenz von (1). Der Ausdruck (5) lässt sich weiter, unter

Voraussetzung von (2), durch eine lineare, orthogonale Substitution

für die Grössen rii + Qi überführen in:

2 2<^ik (rii + Qi) {nk + ()i) = 2hV, (6)
i k i

mit dem Zusätze, dass gleichzeitig

i i

wird. Die von den «a- abhängigen p Coefficienten li sind bekanntlich

alle reell und wegen (2) von verschieden (s. Gl. 8 a).

Aus dieser Umformung ergibt sich, dass (1. 1. und 2.) nothwendige

Bedingungen für die Convergenz von (1) sind. Denn soll (1) convergent

sein, so darf keiner der Ausdrücke (4) oder (5) für reelle Werthe

von Yii oder m,: -{- qi zwischen — oo und -f- oo positiv unendlich wer-

den; es müssen also in (6) die A,- sämmtlich negativ sein. Die Be-

dingungen (I. 1. und 2.) sind aber auch hinreichend für die Convergenz

1) Nach Vorlesungen von Herrn Weierstrass. Einen anderen Beweis gibt

Riemann, Ges. W. S. 452,
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von (1). Ist nämlich von den p negativen Xi der absolut kleinste

Werth = Aq, so ist nach (6) und (7):

^aikim + Qt) {rik + Qk) < Ao^li^ oder < Ao^(«,- + Qif
i k i i

und folglich ist der absolute Werth der Reihe (1), wenn man den

oben erwähnten Factor hinzufügt, kleiner als:

(8)

V Qh{n^+ QiT

+ Oü).

Hieraus aber folgt, dass die Function (1) absolut convergent ist,

da in (8) bei negativem Werth von Aq jeder der p Factoren einzeln

convergirt. Denn in dem i^""^ Factor in (8) ist, wenn man den von

ni unabhängigen Factor e^"?»" bei Seite lässt, die w/*^ Wurzel des «/**"

Gliedes

ein Werth, der sich bei negativem A^ mit unbegrenzt wachsendem Uj

der Grenze nähert, (q. e. d.)

Die Bedingung, dass die p Grössen A; sämmtlich negativ seien,

lässt sich leicht auf die reellen Theile a/k der Thetamoduln «a- über-

tragen. Die Af sind bekanntlich die Wurzeln der Gleichung in A:

(8 a)

etil — A 021

05i2 022 A

ttpi

ffp2

(ipp A

= 0.

Cilp Cl2p

Setzt man diese Gleichung in die Form:

(8b) A^ + Ä,kP-^ -] h Äp-i A + ^p =
und wendet den Satz an, dass eine Gleichung mit reellen Wurzeln

soviel negative Wurzeln besitzt, als ihre Coefficienten Zeichenfolgen

haben, so geht die Bedingung, dass die p Wurzeln A^ negativ seien,

über in die Bedingung, dass die p Coefficienten A^, . ., Ap in (8b)

sämmtlich positiv sind, da der Coefficient von Ap positiv (== 1) ist.

Wir stellen die Eigenschaften der Thetafunction 1. Ordnung

'9'(m, , . ., Up) ='9'((m)) (1) nochmals kurz zusammen').

1) Riemann, Ges. W. S. 121.
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1) Die Function 0-(ui, . ., Up) ist eindeutig und für alle endlichen

Werthsysteme Wj, . ., Up stetig; sie lässt sich daher in eine ab-

solut convergente, nach ganzen, positiven Potenzen von Ui,..,iip

fortschreitende Reihe entwickeln von der Form:

(wi, ••, m^ = 0, 1, ••, +oo),

wobei die Coefficienten Cm^..m selber ^^-fach unendliche Summen
sind, die man aus (1) durch Entwicklung der Exponential-

functionen in Potenzreihen nach den u^, . ., Up gewinnt.

2) Die Function ^(u^, . ., Up) hat gewisse periodische Eigen-

schaften, die ausgedrückt sind durch die beiden Functional-

gleichungen (16) § 25, nämlich:

'9'(mj, . ., Ujc, . ., Up)= &(ui, . .,U]c~\- ni, . ., Up)

•& (Wi ,
,Up) = d- (t<i + «li, . ., Wp+ ttpi) e^"i +««i

,

'

Die Gleichungen (10) kann man verallgemeinern. Man bilde

aus dem Schema der Perioden (17) § 25 mit Hülfe von ganz-

zahligen Factoren g{ und gi (i==l, .
., p) die allgemeinen

Periodensysteme der Function -O-, nämlich:

G^ = 9i7ti + ^gitti i, . . . ., Gp = g'piti + ^gtUpi . (11)
i i

Dann folgt aus den Gleichungen (10):

&(Ui, . ., Up) == -^ (mj -f- G^j, . ., Up-\- Gp) e^, (12)
wo

G=-2 ^giUi + ^aagigk + 2in ^gigl, (12 a)
t ik i

wie man leicht aus der Gestalt des Exponenten des all-

gemeinen Gliedes der rechten Seite in (12) ersieht, wenn man
d'{u^-{-Gj^, ..,Up-]-Gp) nach (1) durch eine unendliche Reihe

ersetzt.

3) Die Function Q'iu^, . ., Up) ist eine gerade Function oder

es ist

&(— Ml, • •, — Up) = d-{Ui, • •, Up). (13)

Denn die Reihe (1) bleibt ungeändert, wenn man sämmtliche n,-

durch — W/ ersetzt. Dies ist aber gleichbedeutend mit der Ver-

tauschung eines jeden «; mit — m,-. Aus (13) folgt:

d&(—u,, . .,-^^) _ _ c&(u,,. .,^^)
^

du, cuj ^ '
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Die ersten partiellen Ableitungen der Function d-{ii^, . .,Up)

nach den Ui sind also ungrade Functionen. Dieselben müssen

für die Nullwertlie der Argumente, d. L für das Werthsystem

(u^, . .j Up = 0, .., 0), da, sie nicht oo werden, verschwinden.

4) Die Function ^(u^, . ., Up) == ^([u]} genügt, wie sich unmittelbar

durch Differentiation ergibt, dem System von partiellen Diffe-

rentialgleichungen :

(15) 4^^J^ =^W 2^^M==?L^W.
^ ^ da.. du.'^

'
da.j^

"^
du-du^

Schreibt man diese Gleichungen:

. dlog&iu} _ gMog^C«))
,
rdlogH^)-.^

a«,. av "^L du, j'

2 glog^M _ dnog&iu} dlog&iu} 8}ogHu}
da.j^ du-duj.

"*"
dro- ou^ '

so erhält man, wenn die Argumente Ui sämmtlich verschwinden

und d-(p, . ., 0) = O* gesetzt wird, mit Rücksicht auf die obige

Bemerkung zu Gl. (14):

5) Eine Function /"(wj, . ., m^>), die eindeutig und für alle endlichen

Werthsysteme ti^,. .,Up stetig ist und den Functionalgleiclmngen

(10) genügt, ist mit der Function Q'iu^, . ., Up) bis auf einen

von den % unabhängigen Factor Ä identisch, wie in § 25 ge-

zeigt wurde. Soll die Function {{u^, . ., Up) auch noch den

Differentialgleichungen (15) genügen, so ist der Factor A auch

noch von den Grössen «^ unabhängig, wie leicht zu sehen.

Umgekehrt lassen sich die Gleichungen (10), wenn die Func-

tion Q'iUi, . ., Up) auf anderem Wege gewonnen ist, leicht veri-

ficiren, indem man den Exponenten des allgemeinen Gliedes auf

den beiden Seiten dieser Gleichungen vergleicht.

Wir verallgemeinern nun die Thetafunction erster Ordnung in

folgender Weise. Der Ausdruck (12) stellt, so lange man unter g;

und g/ ganze Zahlen versteht, nichts anderes dar, als die Function

'0'(mj, . ,, Up)j unter dieser Voraussetzung kann man auch die Grössen

gi, gl ersetzen durch — ^r,-, — g{.

Wir nehmen nun für ^,-, ^/ beliebige Zahlen, nennen den

Grössencomplex:
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eine Charakteristik^), bilden ein zugehöriges Grössensystem von

derselben Form wie (11) (i = 1, . ., p):

Gl = g^ni -{-^di^'U, . ., Gp = g'pTti -{-^gittpi, (18)
i i

und definiren als Thetafunction mit der Charakteristik (17)

den Ausdruck

= *({«- Gir^?""''-.-?""""^""?""' (20;

= 2j ß ' • (21)

In dieser Form ist auch die Function 0-(Mj, . ., Up) enthalten; sie

hat die Charakteristik 0, d. h. eine Charakteristik, deren Elemente

gi, gl sämmtlich = sind.

Für die Thetafunction mit Charakteristik (19) gelten nun ähn-

liche Sätze, wie für die ursprüngliche Function ^{u^, . ., m^); sie ist

ebenfalls für alle endlichen Werthe der Variabein u^, . ., Up endlich

und stetig und genügt ebenfalls den Differentialgleichungen (15). Die

Function (19) ändert sich nach (20) nicht, wenn man gleichzeitig

Ui, gi, gl durch — w,-, — gi, — gl ersetzt. Ferner gilt Folgendes:

1) Es ist

^ K:':.1;-±.::aw->*[:;.;:g(w«^-'".j

(22)

imd folglich allgemein, wenn g,-, q_l {i = 1, . -, p) ganze Zahlen

sind und wenn die abkürzende Schreibweise (19) benutzt wird:

%• |]-|ä-]W = *[']«'
' •

(23)

Die erste Gleichung (22) folgt daraus, dass die Substitution

gi + 1 für gi gleichbedeutend ist mit der Substitution w,- + 1

für Tii, wodurch (21) nicht geändert wird. Die zweite Gleichung

(22) folgt aus (21), indem man ^/+ 1 für gl setzt.

1) Die Thetacharakteristiken für jp = 2 sind eingeführt von Her mite,

Comptes rendus. T. 40. S. 308 (1855).

Stahl, Abel'sehe Functionen. 14
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2) Sind hi, hl (i = 1, . ., p) beliebige Zahlen und H^, . ., H^ das

zugehörige, den Ausdrücken (18) analog gebildete Grössensystem,

so gilt die Gleichung:

(24) * g,]
«M ± Ä)) = » g + *

]H a'".
o\

WO

(24a) (B, (t) = + 2^ hiUi —^ aikhh — 21% ^hihl '^ g[),
i i k i

die eine Verallgemeinerung von (20) darstellt und in diesen Aus-

druck übergeht, wenn man alle gi, gl gleich setzt.

In der That, der Exponent des allgemeinen Gliedes der Theta-

function auf der linken Seite in (24) ist nach (21):

(2<^iic (w» — Oi) {njc — gk) + 2 ^aa (ni — gl) h
ik ik

+ 2^{ni — gl) (tii + Jil%i) — 2i%2{ni — gl)gi\
i i

dagegen ist der Exponent des allgemeinen Gliedes von '0' f , ^ ,1 ((i*))

nach (21) gleich demselben Ausdruck (25), vermehrt um:

+ 2 ^hiUi + ^ttikhih + 2i7t ^hi {hl + gl) ,

i ik i

womit (24) bewiesen ist.

Setzt man in (24) alle Zahlen h, h' gleich 0, einmal mit der

Ausnahme, dass A^ = 1, das* andere mal mit der Ausnahme, dass

hk = 1, und berücksichtigt die Gleichungen (22), so folgt:

(20)

Gleichungen, die eine Verallgemeinerung von (10) bilden.

Dies sind die wichtigsten Eigenschaften der Function (19). Um-
gekehrt beweist man ebenso wie in § 25 den Satz:

(II) Genügt eine für alle endlichen Werthsysteme der

Variabein m^, . ., Up eindeutige und stetige Function den

Gleichungen (26), so kann sich diese Function von (19)

nur um einen von den Ui unabhängigen Factor unter-

scheiden. Genügt die Function auch noch den Differen-

tialgleichungen (15), so ist dieser Factor auch unabhängig

von den Moduln «a-
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Die auf der rechten Seite in (24) auftretende Charakteristik

r
,J^,,1

heisst die Summe der Charakteristiken \ A und L ,1 ; es ist

also

Wir speeialisiren jetzt die Charakteristik (17), indem wir an

Stelle der beliebigen Grössen gi, g/ rationale Zahlen mit dem ge-

meinsamen Nenner m setzen. Solche Charakteristiken heissen m-
[l. a.'

theilige Charakteristiken. Wir setzen also Qi
= -^

,
q- = -^ , wo

jitj und fi/ ganze Zahlen sind, und bezeichnen die zugehörige, w-theilige

Charakteristik, indem wir den Nenner unterdrücken, abgekürzt durch:

und das zugehörige, w-theilige Periodensystem durch:

M. ft/ .
1— == — ^i -{ ^ anßk- (29)

Dann ist die Thetafunction mit der m-theiligen Charakteristik

ft definirt durch:

'^.W = C-^ U 7))^ •
, (30)

wo G eine aus (20) sich ergebende, von den Ui unabhängige Constante

ist. Da sich diese Function (30) nach (26) oder (24) in ganz be-

stimmter Weise ändert, wenn die Variabein w,- um ganzzahlige

Periodensysteme wachsen, so erhält man alle wesentlich verschie-

denen Thetafunctionen mit m-theiliger Charakteristik, wenn man den

Elementen fij, /u./ der Charakteristik ^ in (30) auf alle möglichen

Arten die ganzen Zahlenwerthe 0, 1, . ., w — 1 beilegt.

Von besonderem Interesse und besonderen Eigenschaften sind die

Thetafunctionen mit zweitheiliger Charakteristik. Wir ent-

wickeln die Formeln für diese etwas ausführlicher. Für m = 2 genügt

es, den Elementen fi,-, ^il der Charakteristik ^ die Werthe und 1

zu geben. Alle anderen Fälle, wo fi,-, ^[ beliebige ganze Zahlen sind,

werden auf diese Fälle zurückgeführt durch die aus (22) und (23)

folgenden Formeln:

14*
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Ci±2

(31)

,*[;::•: :;:;-±.;::j](w)=(-i)'"*[::':::^]w/

(32) *[::-ti::-:::-::5w=(-^"""*c:;':::^]W'

wo Vi, Vi ebenfalls ganze Zahlen sind. Die auf der linken Seite in

(32) auftretende Charakteristik ist die Summe der zwei Charakteri-

stiken fi und 2v, die wir auch bezeichnen durch fivv. Dann lautet

die Gleichung (32) in abgekürzter Schreibweise:

(33) &,,, ((4 = (- 1)^^^' »^ W.
Hieraus folgt, wenn man statt fi und v bez. ^ — A und A setzt,

(34) &,+, ((4 = (- i)2;av-^) ^^_, 14,

und für ^ = 0:

(35) ^_,((4 = (-l)^^^'^,H.

Die Thetafunction mit der zweitheiligen Charakteristik fi ist nach

(20), (21) und (35), wenn gi = ^ ' ^l- ^ ^"^

(36) Af = iilni + ^üik Hk (i = 1, . ., p)
k

gesetzt wird, definirt durch:

(37)^

.^-^ ^«iif»/ + Y''i) ('*k+ -^f'k)+ ^^i»t +T"i) r« +v "j''^»j

Ferner folgt aus (26):

(38)
,

. ^^ {ui -i-aik,.., Up-\-apk) = (— ly''^^, (%, .
.,
Up) c-^^'k-^kk

und allgemein aus (24), bei Vermehrung der Argumente «; um ein

ganzes Periodensystem (in (39) und (40) sind A,-, A/ ganze Zahlen):

(39) &,{{H-\-^'))= &,,iu))e
'
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und bei Vermeliruiig der Argumente um ein halbes Periodensystem:

Endlich erhält man aus (35), da man gleichzeitig die Vorzeichen

der Ki und der A/, A/ umkehren kann,

^4(- 4 = (- i)^''>44- (41)

Dies gibt den Satz:

(III) Die Function O'^fw)) mit der zweitheiligen Charakte-

ristik A ist eine gerade oder ungrade Function der Argu-

mente Ui, je nachdem:

^A.A/=0 oder =1 (mod 2). (42)
i

Man nennt hiernach die Charakteristik A selber im ersten

Fall gerade, im zweiten ungrade.

Umgekehrt gilt der Satz^):

(IV) Die Thetafunctionen mit zweitheiligen Charakteri-

stiken sind die einzigen Thetafunctionen, die entweder

gerade oder ungrade sind.

Zum Beweise sei Voraussetzung, dass die Function (19) den Be-

dingungen genüge

^ [''] C- ^')) = /^- ^ g']H ,
wo fc = + 1. (43)

Nimmt man nun in (24) für h, li ganze Zahlen, wählt das untere

Zeichen und vertauscht u mit — m, so folgt wegen (23) und (43),

indem sich Tz weghebt,

^[^,]((« + ^)) = ^[^,]((4ß% (44)

wo

M= — 2^hiUi — 2 ^anJiihk — 2iTt^{higl — Qilh).
i ik i

Andrerseits folgt aus (24), wenn man das obere Zeichen wählt und

(23) berücksichtigt, eine Gleichung von derselben Form (44) mit dem

Unterschiede, dass

Jf= — 2 ^hiUi — 2 ^aahhk + 2iTt^(higl— gikl).

1) Weierstrass, s. Schottky, Abriss einer Theorie der Abel'schen Func-

tionen von drei Variabein. Leipzig 1880. S. 9.
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Die Vergleichung zeigt, dass für alle ganzzahligen Werthe //, W der

Ausdruck 2^{higl— Qihl) gleich einer ganzen Zahl sein muss, oder

dass die Grössen g^, . ., gp\ gl, - •, gp die Hälften ganzer Zahlen sein

müssen, (q. e. d.)

Aus (42) ergeben sich zugleich die Werthe der Variabein Wj,..,m^,

für welche die Function '9'a((m)) mit der zweitheiligen Charakteristik X

verschwindet. Zunächst muss jede ungrade Function '9';i((w)) für die

Nullwerthe der Argumente, d. h. für (w,, , ., t*p) = (0, . ., 0), da sie

für dieselben nicht unendlich wird, verschwinden. Es ist also nach

(42) '9'a(0, .., 0) = 0, sobald ^AA'=1 (mod 2). Daher folgt aus

(37), indem man die Mi = setzt, dass '9' ((w)) = -O-q ((w)) = ist für

alle Werthsysteme der Form:

Wt = 2 ^i'^^ +2-2' «i/t h , wenn ^ Xi A/ ^ 1 (mod 2),
k i

und hiernach aus (40), wenn man darin A mit ft vertauscht und die

u^z=Q setzt, dass 9'^((m)) = ist für alle Werthsysteme der Form:

Wi = 2
^''^* "^ 2 -^c^ikfik, wenn ^(A,- -f fi,) (A/+ [i/) ^ 1 (mod 2).

k i

Daher der Satz:

(V) Die Function 9'o(mi, . ., Up) verschwindet für jedes halbe

Periodensystem, welchem eine ungrade Charakteristik

entspricht, und allgemein: die Function ^xiuy, . ., w^) ver-

schwindet für diejenigen halben Periodensysteme, deren

Charakteristiken /x mi# der Charakteristik A eine ungrade

Charakteristik zur Summe haben.

Nach den Gleichungen (31) oder (32) erhält man alle wesent-

lich verschiedenen, zweitheiligen Charakteristiken ft, indem

man den Zahlen ft,, ft/ auf alle Arten die Werthe und 1 gibt. Die

Gesammtzahl dieser Charakteristiken, sowie die der geraden und un-

graden unter ihnen wird angegeben durch den Satz^):

(VI) Die Anzahl der sämmtlichen, zur Zahl p gehörigen,

zweitheiligen Charakteristiken ist = 2^^; die Zahl der

geraden ist gp = 2p~^ (2^ + 1), die Zahl der ungraden ist

Up = 2P-^ (2P — 1).

1) Riemann, s. Roch, Journ. für Math. Bd. 66, S. 103 und Riemann,
Ges. W. S. 458.
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Beweis. Die Anzahl aller zweitheiligen Charakteristiken ist die

Zahl der Variationen der zwei Elemente und 1 zur 2p^'^ Klasse

mit Wiederholung, also = 2^p. Um die Zahl gp der geraden und Up

der ungraden Charakteristiken zu bestimmen, denke man sich die

zur Zahl p gehörigen Charakteristiken gebildet aus den zur Zahl

p — 1 gehörigen Charakteristiken:

1 »—

1

1 (jurch Zusatz vonr^i • • ^-l-]
0' 1' 0' 1

Man erhält so vier Typen von Charakteristiken, die zur Zahl p
gehören, nämlich:

rl 0-1 rX 0-1 rl In rX In

ix' oj ' L^' iJ ' L^' oj ' L^' iJ
*

Nun ist jede Charakteristik der drei ersten Typen gerade oder

ungrade, je nachdem die Charakteristik A, aus der sie hervorging,

gerade oder ungrade war. Dagegen ist jede Charakteristik vom

vierten Typus gerade oder ungrade, je nachdem X ungrade oder

gerade war. Daher enthalten von den vier zu den obigen Typen

gehörigen Gruppen die drei ersten je gp—i gerade und m^_i ungrade

Charakteristiken, die vierte Gruppe aber Up—i gerade und ^p_i un-

grade Charakteristiken. Dies gibt die Gleichungen:

woraus

9p-{- Up = 4(gp-i + Up-i)
, gp — tip = 2(gp-.i — Up-i)

und durch Wiederholung des Processes

g, + up = 4^-H^i + u,) = 4P, gp-up = 2P-'{g, — u,) = 2p,

also

gp = 2P-'{2P +1), Up = 2P-' (2P - 1). (q. e. d)

Wir kehren nochmals zurück zu den Thetafunctionen der

Ordnung m, die durch die Functionalgleichungen (16) § 25 definirt

waren und führen historisch noch Folgendes an^). Man kann auch

diese Functionen durch Zufügung von Charakteristiken, gebildet aus

2p beliebigen Zahlen gi und g{, verallgemeinern und sagen:

Eine Thetafunction von der Ordnung 7n und der Charakteristik g

1) Thomae, Diss. Göttingen. 1864. S. 10.
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ist definirt durch die Bedingungen:

1) dass sie für alle endlichen Werthsysteme von ii^, . ., Up ein-

deutig und stetig sei,

2) dass sie den Gleichungen genüge:

F(ui, . ., Uk+ Tti,

.

., Up) = F{ui, . ., Up) c-^"^^k,

F{u^ + aik, . . .,Up-\- üpk) = F{ui, . ., Uj^ e+^'^'^k c-'^{^^k+"kk)-

Für Thetafunctionen von derselben Ordnung m und derselben

Charakteristik g gilt ebenfalls der Satz (V) § 25, dass sie sich durch

höchstens mP linear unabhängige unter ihnen ausdrücken lassen.

Ferner der Satz, dass man stets Thetafunctionen der Ordnung m mit

beliebiger Charakteristik aus solchen der ersten Ordnung bilden kann,

So ist z. B. das Product von m Thetafunctionen erster Ordnung

^[a']W^[&']W-"^[Ä']W

eine Thetafunction von der Ordnung m und der Charakteristik g, wenn

{i= 1, .., p):

«i + &t + • • + h = 9i , «/+ &/ H h h'= gl

gesetzt wird. Die allgemeine Thetafunction der Ordnung m mit Cha-

rakteristik lässt sich stets als ganze, homogene Function des w**®"

Grades in Thetafunctionen erster Ordnung darstellen.

Unter den Charakteristiken sind wieder die zweitheiligen, deren

Elemente rationale Brüche mit dem Nenner 2 sind, für die also

^,= 2^ij 9i = 2^^' ^^'' ^'' §^^^® Zahlen), von besonderem Interesse.

Auch hier sind die zugehörigen Thetafunctionen von der Ordnung m
entweder gerade oder ungrade. Nur ist zu bemerken, dass &xiu}

nicht immer dann eine gerade (oder ungrade) Function ist, wenn A

nach der früheren Definition eine gerade (oder ungrade) Charakte-

ristik ist, d. h. wenn^ kl'^ (oder ^ 1) (mod 2).

Für die Thetafunction ©^((w)) von der Ordnung m und der zwei-

theiligen Charakteristik A gilt nicht mehr der obige Satz, d. h. die

Anzahl der linear unabhängigen Functionen dieser Art ist nicht mehr
= m^. Es tritt hier eine Reduction ein, die verschieden ist, je nach-

dem m eine gerade oder ungrade Zahl, X eine gerade oder ungrade

Charakteristik und ®ii[u]) eine gerade oder ungrade Function ist.

Es gilt nämlich der Satz^):

1) Weierstrass, s. Schottky 1. c. S. 11.
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(VII) Die Zahl Ä der linear unabhängigen Thetafunetionen
von der Ordnung m und der zweitheiligen Charakteristik
A ist:

A ==— oder , wenn, m gerade; A = 0,

^=-Y » "^' " m gerade-, A ^ 0,

. mP -{-l mP — l , , jA = —2— » —^

—

y n ^^^ ungrade; A gerade,

mP — 1 mP +1 , , ,A = —_— „ — —
, „ m ungrade ; A ungrade.

Hierbei gilt stets der vordere Werth von A, Avenn ®i eine

gerade, der hintere Werth, wenji &x eine ungrade Func-
tion ist. *

§ 27. Die Nullpunkte der Function &{u — c))-0

In § 26 wurde die Thetafunction erster Ordnung von p Variabein

definirt durch den Ausdruck:

mit den Bedingungen, dass aik = aki, dass ^+ ana'i^ • • o'pp ^0
und dass ^alkniVik für alle reellen, Werthe w,-, % negativ sei.

ik

Unter diesen drei Voraussetzungen ist die Reihe (1) convergent

und die Function -O- für alle endlichen Werthsysteme der Variabein

Mj, . ., Up stetig. Ferner gelten die periodischen Eigenschaften:

-^ (mi, . ., Uk + ni, . ., Up) = ^ (mi, . ., Uk, . ., Up) , )

^(wi + «1* , . ., Mi, + apk) = '^(«1, . ., Up) e-2"Ä-«**.j

Um die Verwendung der Thetafunction zur Lösung des Umkehr-

problems vorzubereiten, soll jetzt die Function (1) in Verbindung

gesetzt werden mit den Integralen 1. Gattung. Sei F(x, y) = die

frühere, algebraische Gleichung vom Grade n und vom Geschlecht p, T
die Verzweigungsfläche der Function y und a,, ?;,-, c,- (i == 1, . .,p) die

Querschnitte, die T in eine einfach zusammenhängende Fläche T' ver-

wandeln (§ 2).

1) Riemann, Ges. W. S. 122 ff.



218 Fünfter Abschnitt. [§27.

Mau substituire alsdann in die Function (1):

erstens für die Variabein Ui, . ., Up die p Normalintegrale

1. Gattung (§ 15), nämlich
X X

(3) *<1 ==
/ ^%> • • •; W^ = / d^P)

a a

alle diese Integrale genommen in der Fläcbe T von demselben

festen, unteren Grrenzpunkte (a, ß) = a bis zu demselben varia-

beln, oberen Grenzpunkte {x, y) = x auf dem nämlichen Integra-

tionsweg;

zweitens für das System ai;t der Thetamoduln das System

der Periodicitätsmoduln der Integrale 1. Gattung (3), nämlich für

üik den Periodicitätsmodul des Integrals Ui am Querschnitt 6^ der

Fläche T (S. 121). ^
Dass diese Substitution möglich ist, ergibt sich daraus, dass

durch sie die für die Existenz der Thetafunction (1) nothwendigen,

oben genannten drei Bedingungen erfüllt sind nach den Sätzen XIII,

XIV, XV § 15. Wir setzen indess in (1) nicht die Integrale (3)

selber ein, sondern fügen noch beliebige Constante e^, . ., Cp hinzu;

wir benutzen ferner an Stelle der Integrale (3) wieder die Buchstaben

Ml , .
.
, Up. Man erhält so die Function

(4) 9' (mj — ei, . ., Up — ßp) = -^ {u — e},

welche nunmehr nur abhängt von einer Variabein, nämlich von den

durch F(x, y) = verbundenen Coordinaten {x, y) des Punktes x.

Die nächste und wichtigste Aufgabe ist die Bestimmung der

Zahl und Lage der Nullpunkte der Function (4) in der Ver-
zweigungsfläche T. Der Lösung schicken wir eine Betrachtung

voraus, die auch anderwärts zur Verwendung kommt. (Vgl. Fig. 8.

S. 104.)

Die Function (4) von x ist in T allenthalben eindeutig und end-

lich, da die Integrale w,- in T nicht unendlich werden; sie ist ferner

stetig mit Ausnahme der Querschnitte a,-, bi, Ci:, es sind die Wertli-

änderungen der Function (4) an diesen Querschnitten zu ermitteln.

Bezeichnet man wie früher (§ 14. S. 104) durch w+ und w~ die

Werthe des Integrals % und entsprechend durch

(5) ^+ = ^(M+-e^,..,M+-eJ, <^- = ^(M7-c„..,M--g

die Werthe der Function (4) in gegenüberliegenden Punkten auf der

+ und — Seite eines Querschnittes, so ist nach (11) § 15 und wegen

der Gleichungen (2) an
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Ci : u+==u— Qi=l, . .,2)) also 0'+= ^-,

ar. u+= u-{h^i), u+= u--\-7ci „ &+=^^-, (6)

oder /- N /ß \

wenn man zur Abkürzung das arithmetische Mittel von t& und u~

am Querschnitt &£ mit üi bezeichnet, so dass:

^i =liu+-{- H-) = i (2m- + «iO- C')

Man hat so den Satz:

(I) Die Function (4) ist in T allenthalben stetig mit Aus-

nahme der Querschnitte &,, an welchen der Quotient
'9'+ : '9'"" gleich der längs des Querschnittes stetig ver-

änderlichen Grösse

ist.

Wir sagen auch: die Function ^((w)) nimmt Factoren an, wenn

der Punkt x einen Querschnitt von der -|- zur — Seite überschreitet

oder wenn die p Integrale t<A gleichzeitig um ein zusammengehöriges

System von Periodicitätsmoduln wachsen. Diese Factoren sind an

den Querschnitten d und «j gleich 1, an &,• gleich der Grösse (8).

Die Frage nach der Zahl und Lage der Nullpunkte der Function

(4) in T wird gelöst durch eine allgemeine Methode von Cauchy, die,

für den vorliegenden Fall specialisirt, so lautet:

Ist Ä' ein einfach zusammenhängender Theil einer über der

a;-Ebene mehrfach ausgebreiteten Fläche und ist f(x) eine Function

von X, die in Ä' eindeutig und stetig ist und = 0' wird in einer

endlichen Zahl N von Punkten, ist ferner X(x) eine beliebige, in Ä'

eindeutige und stetige Function, so hat man die N Nullpunkte von

f(x) durch kleine Kreise auszuschneiden, die so durchlöcherte Fläche

Ä' durch Querschnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche Ä"

zu verwandeln und die Gleichungen anzusetzen:

fd log fix) ==0, Jx{x)d log f{x) = -flog fix) dXix) = 0, (9)

wo die Integrale der linken Seiten in positiver Richtung (d. h. so

dass die Fläche zur Linken liegt) über die sämmtlichen Grenzcurven

von Ä" auszudehnen sind. Die erste der Gleichungen (9) führt dann

auf die Zahl N der 0^ Punkte von f{x) in A', die zweite auf eine

Beziehung zwischen den Coordinaten dieser iV" Punkte.
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Um diesen Satz auf die Function (4) anzuwenden, mache man
die Voraussetzung, die Grössen e^, . ., e.p seien so beschaffen, dass

die Function O' ((m — e)) nicht identisch, d. h. nicht für jeden Punkt
(x, y) in T verschwindet. Man hat dann für f{x) die Function

Q'ilu — e)), für A' die einfach zusammenhängende Fläche T' zu nehmen,

ferner die 0^ Punkte x^, x^^ . ., Xn von !d-{u — e)) in T' durch kleine

Kreise auszuschneiden und diese durchlöcherten Stellen durch Quer-

schnitte £i, Sg, . ., Sjv mit den ursprünglichen Grenzcurven ai, &,-, Ci

von T' zu verbinden. Das letztere möge so geschehen, dass man den

gemeinsamen Punkt der Querschnitte d (Fig. 8. S. 104) in den Anfangs-

punkt a der Integrale (3) verlegt und von demselben Punkt aus nach

den N Punkten Xy^y . ., Xn die Querschnitte Sj, . ., ßj^ zieht so, dass

sie die früheren Querschnitte a,-, &,-, Ci nicht schneiden. Die von den

Schnitten a,-, &,-, c,-, 2v begrenzte einfach zusammenhängende Fläche

sei mit T" und die + und — Seiten dieser Querschnitte wie in

Fig. 8 bezeichnet.

Die erste Gleichung (9) lautet nun:

(10) I dlogd' {{u — c)) = oder / {d log ^+ — d log ^-) = 0.

Das Integral in der ersten Gleichung ist in positiver Richtung über

die ganze Begrenzung von T" zu erstrecken. Es kann ersetzt werden

durch das Integral der zweiten Gleichung, in welchem ausser den

kleinen Kreisen jede der Grenzcurven a», bi, Ci, 2^ von T" nur noch

auf der + Seite im Sinne der Pfeile zu durchlaufen ist, was durch

die Zufügung von + am Integralzeichen angedeutet sei.

Die Unstetigkeiten oder Werthdifferenzen der Function log %• an

den Querschnitten ß^ und a,-, &,-, c» sind nach (6), da jetzt wegen des

Logarithmus ganzzahlige Vielfache von 2 in zuzufügen sind:

S,- : log 0-+ — log ^- = 2*Ä,

d : log &+ — log &~ == ri2i7t,

tti : log -9-+ — log -9— = gi2i7t,

l bi : log d'+ — log &- = — 2(üi — e,) — g- 2 in-,

die ganzen Zahlen r,-, gi, gl, die von der Anordnung des Querschnitt-

systems abhängen, sind vorläufig noch ganz unbestimmt.

Hiernach ist der Beitrag zu dem Integral (10) für die Schnitte

£v, Ci und tti gleich 0; dagegen ist der Beitrag für

+ +

bi : j (d log &+ — d log ^-) = — 2 / düi = 2ii

(11)

'ITC
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und folglich der Gesammtbeitrag

für die p Querschnitte &t: p2ijt. (12)

+

Denn das Integral / dü{, längs der -\- Seite des Querschnittes bi im

Sinn der Pfeile genommen, ist gleich der Differenz der Werthe, die

üi auf der — und der -f- Seite von «j besitzt. Nun ist üi = - (w+ -f- ?<~),

die Zeichen -j- und — bezogen auf die beiden Seiten von &,-. Für u+
aber, wie für mt~ ist nach (6) die Differenz zwischen den beiden

Werthen auf der — und der -j- Seite von a,- gleich — Tti. Daher

hat man den Werth (12). Zugleich folgt, was wir später benutzen,

dass das Integral / d log d- ([u — e)), genommen um ein einzelnes Quer-

schnittpaar tti, bi gleich -f- 2 in, dass also längs des Schnittes

Cii log -&+ — log &~= + 2«:n; oder dass die ganzen Zahlen r,- in (11)

bei unserer Anordnung = 1 sind.

Endlich ist der Beitrag des kleinen Kreises um den Punkt Xv zu

dem Integral gleich — 2i7t und für die JV" Punkte Xp gleich — N2i7i.

Fasst man dies zusammen, so führt die Gleichung (10) auf 2«7r(p— iV)= 0,

woraus N= p. Dies gibt den Satz:

Die Function (4) d'([u — e)) besitzt in der Verzweigungs-
fläche T genau p Nullpunkte Xi, . ., Xp]

oder

(II) Sind e^,..,ep ganz beliebige Grössen, nur so beschaffen,

dass '&'((«— e)) als Function von x nicht identisch verschwin-
det, so wird diese Function stets =0^ in 2^ Punkten der

Fläche T oder der Curve F{x, y) = 0.

Um die zweite Gleichung (9) zu berechnen, nehme man für die

Function f{x) wieder 9-((m — e)), für X(x) ein Normalintegral 1. Gat-

tung, etwa Uu, und bezeichne durch w^ den Werth von Uh im Punkte Xi

und durch aj^ den Werth von % im Punkte qi (Fig. 8), in welchem

das Querschnittpaar a,-, bi sich kreuzt oder d beginnt. Dann ist

/•"
i-'

u\ = / dun , «1 = / duh
, (13)

a a

wenn das erste Integral längs S,-, das zweite längs C; genommen wird.

Die zweite Gleichung (9) lautet nun:

+

/ log % {u — 4 dUh = oder / (log ^+ - log Q-) du,, =
, (14)
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WO in der letzten Gleichung das Integral, längs der kleinen Kreise

um die Punkte Xi, ausserdem nur noch auf der + Seite der Quer-

schnitte tti, l>i, d, Sj {i = 1, . ., p) der Fläche T" im Sinne der

Pfeile zu nehmen ist. Als Beiträge der einzelnen Schnitte zu dem

Integral (14) erhält man nach (11), da nach der obigen Bemerkung

Ti == 1 ist,

'

r
£j : -{- 2in j dUh = + 2inu)^,^)

(15)

a

Ci'. -\- 2i7t
I
duk = — 2i-jca\j

+

a,-: 2i7tgi 1 dUh = 2^«^,«//,

,

t t
hi'. — 2 / üiduh + 2(6; — g/ni)

f
duu

In dem Ausdruck für &j ist das erste Integral schwer auszuwerthen;

das zweite dagegen wird oder — ni, je nachdem i^h oder i = h

ist. Bei der Summation der Werthe (15) nach i von 1 bis p liefert

daher das letzte Glied den Beitrag — 2(e/, — guTC'i) ni. Fasst man

die Werthe (15) zusammen und führt die Summation aus, so geht

(14) über in (t, Ä = 1, . ., p):

(16) 2 u{ — eu + g'uJii +2 gittiu -\-h'=0,

+
wenn zur Abkürzung gesetzt wird

(17) 3ti]cu = — ^i^oci —
I

Uiduf,.

Hiermit ist die Aufgabe gelöst. Die in (16) abgesonderten Grössen

kh sind nach (17) unabhängig von den Werthen der ßi und Xi, ebenso

von den ganzen Zahlen ^,, g/. Diese letzteren Zahlen sind nicht

näher bekannt. Wie sie aber auch beschaffen seien, so stellen die

von ihnen abhängigen Glieder in den p Gleichungen (16) ein System

von zusammengehörigen Periodicitätsmoduln der Integrale ttj, . ., iip

dar (§ 15 Gl. 16). Da sich nun, wie aus (2) folgt, die 0^ Punkte Xi

1) Der Beitrag des kleinen Kreises um x- ist bereits in dem Beitrag von

S. mit enthalten.
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von O'fM — e]) nicht ändern, wenn die e,- um ein System von zu-

sammengehörigen Perioden wachsen, so kann man die Gleichungen

(16) mit Anwendung des schon früher S. 152 definirten Congruenz-

zeichens abgekürzt schreiben (i, h = 1, .
., p):

^i

eh=^ / ^^A + ^h- (IS)

Dies gibt für die Lage der p Nullpunkte von d' ((m — e)) den

Satz^):

Die ^ Nullpunkte Xi der Function d-([u — e)) sind mit

den p Grössen e^ durch die Congruenzen (18) verbunden;

oder:

(III) Sind e^,..,ep ganz beliebige Grössen, nur so beschaffen,

dass die Function •0'((m — e)) als Function von x nicht iden-

tisch verschwindet, so lassen sich dieselben durch j|)-glie-

drige Integralsummen in der Form (18) darstellen, wo die

p Punkte Xi die 0^ Punkte von -O-fw — e)) und die lih gewisse

von den Xi und d unabhängige Constanten sind.

Denkt man sich die p Punkte Xi beliebig gegeben, so kann man
die Grössen e» bis auf ein zusammengehöriges System von Periodi-

citätsmoduln nach (18) bilden. Sind umgekehrt die p Grössen e,- be-

liebig gegeben, die p Punkte Xi gesucht, so stellen die Congruenzen

(18) ein Jacobi'sches Umkehrproblem dar. Dasselbe ist nach

Satz II und III stets lösbar; denn ein System von Lösungen wird ge-

bildet durch die p 0^ Punkte der Function # ((« — e)). Im § 28 wird

gezeigt, dass diese Lösung auch eine eindeutige ist unter der Voraus-

setzung, die Ci seien so beschajffen, dass %• ((w — e)) als Function von x

nicht identisch verschwindet.

Die vorstehenden Betrachtungen bedürfen indess noch einer Er-

gänzung'^). Es gibt gewisse Werthsysteme der e» von der Art, dass

die Function '9'((w — e)) identisch, d. h. für jeden Werth von x ver-

schwindet (§ 28). Es gibt aber andererseits unendlich viele Werth-

systeme der e,-, für welche dies nicht der Fall ist, für welche vielmehr

'S- ((« — e)) wirklich eine Function von x darstellt. „In der That, wenn

X gegeben ist, können die Grössen e,- immer so gewählt werden, dass

^ i[u — e)) nicht verschwindet. Denn sonst müsste die Function

'9'(vi, . ., Vp) für jedwede Werthe der Grössen Vi verschwinden und

1) Riemann, Ges. W. S. 126 und 199.

2) Riemann, Ges. W. S. 200.
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folglich müssten in ihrer Entwicklung nach ganzen Potenzen von

e^"', . ., e^^i» sämmtliche Coefficienten gleich Null sein, was nicht der

Fall ist. Die Grössen ei können sich dann unabhängig von einander

innerhalb endlicher Grössengebiete ändern, ohne dass die Function

-9" ({w — e)) für den gegebenen Werth von x verschwindet. Mit andern

Worten: man kann immer ein Grössengebiet E von 2p Dimensionen

angeben, innerhalb dessen das System der Grössen e,- sich bewegen

kann, ohne dass die Function & i[u — e)) für diesen Werth von x ver-

schwindet. Sie wird also nur für p Lagen von x gleich 0^; bezeichnet

man diese Punkte durch x^, . ., Xp, so gelten die Congruenzen (18).

Jeder Bestimmungsweise des Systems der Grössen Ci innerhalb E oder

jedem „Punkt" von E entspricht dann eine Bestimmungsweise der

Punkte Xi, deren Gesammtheit ein dem Grössengebiet E entsprechen-

des Grössengebiet X bildet. In Folge der Gleichungen (18) entspricht

jedem „Punkte" von X. aber auch nur ein „Punkt" von E'^ hätte also

X nur 2p — 1 oder weniger Dimensionen, so würde E nicht 2p

Dimensionen haben können; es hat folglich X 2p Dimensionen. Unsere

Schlüsse bleiben daher anwendbar für beliebige Lagen der Punkte Xi

innerhalb endlicher Gebiete."

Dass das Gebiet X der p Punkte Xi die ganze Fläche T umfasst,

folgt erst später aus Satz (IX) § 28.

§ 28. Identisches Verschwinden der Thetafunction. Eindeutigkeit

des Umkehrproblems. ^)

An das Vorige schliessen sich weitere Sätze über das Verschwin-

den der Function Q-i^u — e)) an, wenn man die bisher beliebigen

Grössen e^, . ., Cp gewissen Bedingungen unterwirft.

Wir sprechen den Satz III § 27 nochmals in folgender Form aus:

(I) Unter der Voraussetzung für die Grössen e,, . ., e^, dass
X

(1) % ^ I du — ejj nicht identisch,

VC

d. h. nicht für jede Lage von x verschwindet, sind stets

die Congruenzen Qi =1, . ., p):

(2) Ca^^ / duh + ^^it

lösbar und ein System von Lösungen wird von den p 0^

Punkten der Function Q'iiu — el) gebildet.

1) Riemann, Ges. W. S. 127 ft'. und S. 200 ff.



§ 28. Ident. Verschwinden d. Thetafunction. Eindeutigkeit d. Umkehrproblems. 225

Es handelt sich jetzt darum, zu untersuchen, ob diese Lösung
des Systems (2) unter der Voraussetzung (1) eindeutig ist und allge-

mein, welche Arten von Lösungen das System (2) unter verschiedenen

Voraussetzungen über die Grössen e,- zulässt.

Wir setzen zunächst voraus, die ^) Grössen ei seien so beschaffen

dass

»{e,, ..,e,) = 0, (3)
wahrend

X y

&
([

I du — I du — ejj nicht identisch, (4)
« a

d. h. nicht für jede Lage der beiden Punkte x und y verschwindet.

Betrachtet man erstens (4) als Function der Coordinaten des

Punktes x, während der Punkt ?/ irgendwie fest gewählt sei, so ver-

schwindet diese Function nach § 27 in _p bestimmten Punkten. Unter
diesen befindet sich der Punkt y, weil nach Voraussetzung (3) d'([e))==0

ist. Die p ~ 1 übrigen 0^ Punkte der Function (4) seien 1^, . ., |^_i.
y

Man hat dann nach §27 Gl. 18 (indem sich j du^ weghebt) die Con-
gruenzen (h = 1, . ., p): «

p-i 1*

eu=^ du^-\-h. (5)
'=1 «

Diese p Congruenzen mit |) — 1 Unbekannten sind mit einander ver-

träglich, da zwischen den p Integralsummen die Relation ^((e))==0
besteht.

Betrachtet man zweitens (4) als Function von y, während x irgend-

wie gewählt sei, so verschwindet dieselbe ebenfalls in p Punkten,
nämlich in x und in p — 1 weiteren Punkten rj^, . ., rjp-i, für welche
nach (18) § 27 die Congruenzen gelten (A = 1, . ., p):

P-i .Vip-l Vi

- y, I
duu — h- (6)

1= 1 !r

Aus (5) und (6) folgt durch Subtraction oder Elimination der e,,

2j / duu +y! / diiu = - 2h ^^^

oder

t=i
\luf^) +^dul;'^' = 0. (8)

1=1
stahl, Abelsche Functionen. 15
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Daher der Satz:

(II) Unter den Voraussetzungen (3) und (4) für die p Grössen

eu sind gleichzeitig die Congruenzen (5) und (6) lösbar.

Sind li, . ., |j5_i ein System von Lösungen der Congruenzen (5);

7^1, . ., rjp-i ein solches von (6), so bilden die 2p — 2 Punkte | und

r} zusammen die 0^ Punkte einer, F(x, V) = ^ adjungirten $-Func-

tion vom n — 3*®"* Grade, wie aus (8) nach dem Abel'schen Theorem

für die Differentiale 1. Gattung folgt (§ 20 Gl. 11).

Wir gehen einen Schritt weiter; die p Grössen e,t seien jetzt so

beschaffen, dass
X

(9) ^11 j du — cjj identisch,

u

d. h. für jede Lage des Punktes x verschwindet,

X Ij y

(10) ^
^ I

du -{- I du —
I
du — cjj nicht identisch,

a a a

d. h. nicht für alle Lagen der Punkte x, 1^, y verschwindet.

Betrachtet man erstens (10) als Function von x, während 1^ und y

irgendwie gewählt seien, so verschwindet sie für p bestimmte Punkte.

Unter diesen befindet sich der Punkt y wegen der Voraussetzung (9)

oder weil & (i I du — ejj für jedes |i verschwindet. Die übrigen p—

1

0^ Punkte von (10) seien Ig, . ., ^p. Dann hat man nach (18) § 27

die Congruenzen [h = 1, • -, p)'-

(11) Bh=^ / duh + h

,

2= 1 „

WO indess der Punkt 1^ ganz willkürlich bleibt.

Betrachtet man zweitens (10) als Function von y, während x und 1^

beliebig fixirt werden, so verschwindet sie ebenfalls in p Punkten,

unter denen sich die zwei Punkte x und 1^ befinden. Für die übrigen

p — 2 0^ Punkte 7}^, , ., r}p—2 von (10) gelten dann die Congruenzen

(/. = 1, ..,/;):

(12) Ca ^ ~^ I ^^A — h-
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Aus (11) und (12) folgert man wieder durch Subtraction und

Differentiation

^duf^'+^dv^^' = 0, (13)
»=i »=i

d. h.

(III) Unter den Voraussetzungen (9) und (10) für die j)

Grössen eu sind gleichzeitig die Congruenzen (11) und (12)

lösbar; dabei ist von den p Punkten |j in (11) einer im

Voraus beliebig wählbar.

Sind I,, . ., ^p ein System von Lösungen der Congruenzen (11),

^j, . ., 7/^—2 ein solches von (12), so bilden nach (13) die 2p — 2

Punkte I und rj wieder zusammen die 0^ Punkte einer ^-Function.

In der begonnenen Weise kann man fortfahren und die Fälle

untersuchen, in denen die Functionen (4) oder (10) und weitere solcher

Functionen identisch verschwinden. Die Sätze I, 11, III bilden als-

dann den Anfang einer ganzen Reihe von Sätzen, deren Beweis sich

ganz analog und ohne Schwierigkeit ergibt. Der allgemeinste Satz

dieser Art lautet^):

(IV) Sind die p Grössen Cp von der Beschaffenheit, dass

m— 1 J^i n— 1 Vi

^ ^^ \ du —^ I
du — ejj noch identisch, (14)

m ^i n Vi

'0'

((^^ j du —^^ I du — ejj nicht mehr identisch (15)

verschwindet, so lässt sich stets gleichzeitig den Con-

gruenzen genügen (^ = 1, . ., p):

p-\-m— n—l ^i y-j- w—

w

— 1 Vi

CuEEE y, I duh -^rlih, e/, = — ^ / du,, — h. (16)

Dabei sind von den p -{- m — n — 1 Punkten Xi noch m,

von den p -{- n — m — 1 Punkten «/,• noch n willkürlich

wählbar.

Sind x^, . ., Xp^m—n—i ein System von Lösungen der ersten Con-

gruenzen (16), ?/i, . ., 2/p+„_„j_i ein solches der zweiten Congruenzen

(16), so bilden die 2p — 2 Punkte x und y wieder zusammen die

0^ Punkte einer $- Function. Von den beiden Zahlen ]) -\- m — n — 1

1) Riemanu, Ges. W. S. 202, wo der Satz für n=m— 1 ausgesprochen ist.

16*
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und p -\- n — m — 1 wird im Allgemeinen die eine p überschreiten,

die andere bleibt dann unter p. Die Fälle, in denen beide Zahlen

<iP, sind nur m = n und m = n — 1 oder n = m — 1.

Weiter unten wird bewiesen, dass die in den Sätzen I—IV auf-

tretenden Congriienzen unter den angegebenen Bedingungen auch stets

eindeutig lösbar sind.

Man kann die in den Sätzen 11', III, IV über die p Grössen e,,

oder über das identische Verschwinden der Thetafunction gemachten

Voraussetzungen in folgender Weise umformen^). Setzt man zur Ab-

kürzung

(H) ^-^%^"-^ = »'(W), ?!^^^ = *-MW) u.s.f.,
.

SO gilt zunächst für den einfachsten Fall der Satz:

(V) Wenn die Function

X y

(18) &({ fdu—jdu — el
a u

identisch für alle Punkte x und y verschwindet, so sind

auch die sämmtlichen Functionen '9''((e)) = {% = 1, . .,p).

Denn bezeichnet man die in den Zählern der NormaldifFerentiale

1. Gattung duy^ . ., äUp auftretenden ^-Functionen mit /i, .
., /*p (vgl.

(10) § 15), so ist

(19) du^ : du.^ : • • : dUp ==
(x'-ft'- • ' '-fv

Setzt man nun die Function (18) gleich Null und lässt y mit x

zusammenfallen, so hat man

^ ^' ((e)) du'f) = oder ^ ^' ((e)) fi (x) = 0.

(=1 j=i

Da nun zwischen den p Functionen fi keine lineare Gleichung mit

Constanten Coefficienten besteht (§ 15, S. 121), so folgt hieraus, dass

die sämmtlichen ersten Ableitungen von d'(v^,.., Vp) für v^, .., Vp=ei, .., ßp

verschwinden müssen.

Die Verallgemeinerung von (V) führt zu dem Satze;

(VI) Wenn die Function

1) Riemann, Ges. W. S. 204 flF.
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identisch für alle Punkte Xi und «/,• verschwindet, so ver-

schwinden auch die sämmtlichen Ableitungen von ^(y^,..,Vj)

von der ersten bis zur w}^^ für v^, . ., Vp == e^, . ., ßp.

Denn setzt man in der Function (20) zuerst y^ = Xm, so ver-

schwinden nach (V) identisch die sämmtlichen, ersten Ableitungen

der Function ^•{vi, . ., Vp) für {h == 1, . ., p):

Vh

m—

1

fi m— 1 Vi

= y, \duh — y, iduh — Ch. (21)

Setzt man weiter ym—i = a;„i_i, so verschwinden die sämmtlichen,

zweiten Ableitungen von ^{v^, . ., Vp) für

m— 2 f'i OT—

2

Vi

Vh =^ / duh —^J duu — ßh (22)
t= l Q, i= X ^

u. s. f. Unter der in Satz (VI) enthaltenen Voraussetzung müssen

also sämmtliche, partielle Ableitungen von ^{v-^, . ., Vp) bis zur m^°
für Vi, . ., Vp = e^, . ., ep verschwinden, (q. e. d.) Hieraus folgt weiter

der Satz:

(Via) Wenn die Function

^ i^Jdu —^Jdu — e} (23)

identisch für alle Punkte Xi und yi verschwindet und w>w
ist, so verschwinden auch die sämmtlichen, partiellen Ab-
leitungen von d-(vi, . .,Vp) bis zur n^"^ für (h = 1, . .,p):

Vh

m— n ~i

= X, J dUh — Ch (24)

und zwar identisch für die m — n Punkte Xi.

Es gelten endlich auch die Umkehrungen der Sätze V und VI,

nämlich:

Wenn sämmtliche Functionen -O'^fe)) = sind, so verschwindet

die Function (18) identisch für alle Lagen der Punkte x und y.

Wenn die sämmtlichen, partiellen Ableitungen von d'iv^, . ,, Vp)

bis zur m*®° für v^, . .^Vp = e^, . ., Cp verschwinden, so verschwindet

die Function (20) identisch für alle Lagen der Punkte x^, . ., x^

und ?/i, . ., yr„.

Wenn die sämmtlichen, partiellen Ableitungen von ^{v-^^ . .,Vp)

bis zur w*^° für die Argumente (24) identisch bei allen Lagen der
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m — n Punkte Xi verschwinden, so verschwindet die Function (23)

identisch für alle Lagen der m Punkte Xi und der n Punkte «/,.

Für den Beweis dieser Sätze verweisen wir auf die Litteratur^).

Wir ziehen aus den vorstehenden Sätzen weitere Folgerungen^),

die in mehrfacher Beziehung von Wichtigkeit sind. Unter den Vor-

aussetzungen (9) und (10) für die Grössen e,, existiren nach (III) un-

endlich viele, den Congruenzen (11) genügende Punktsysteme |i,..,^j,;

je p solcher Punkte sind 0^ Punkte einer 0- Function. Hieraus folgt:

(VII) Sind li, . ., i,p p Punkte in T von solcher Lage, dass

(25) -0- IJdu -^J du — hjj

als Function von x identisch verschwindet, so sind die p
Punkte ^i stets 0^ Punkte einer ^-Function.

Da nämlich (25) für jedes x verschwindet, so gibt es nach (III)

unendlich viele Punktsysteme |/, . ., |^ die nach (11) mit dem ge-

gebenen Punktsystem lE,^, . ., i,p in der Beziehung stehen

Hieraus aber folgt nach der Umkehrung des Abel'schen Theorems

(IV) § 20 und den Sätzen des § 12, dass es zwei Functionen ^ und

0' gibt, die bez. in den p Punkten |,- und |i verschwinden, (q. e. d.)

Aus (VII) folgt weiter:

(VIII) Wählt man in T p Punkte |i, . ., ^p so, dass sie nicht

0^ Punkte einer CD-Function sind und bildet aus ihnen die

Function

(26) d-
((
jdu—^ jdu — lc

so wird diese als Function von x nicht identisch Null,

sondern =0^ in den p gewählten Punkten |j.

Denn bei der Voraussetzung, dass die p Punkte 1; nicht 0^ Punkte

einer (D-Function seien, kann (26) als Function von x nicht identisch

1) Riemann, Ges. W. S. 205 u. 207.

2) Riemann, Ges. W. S. 129. Man vergleiche die Darstellung der folgenden

Sätze bei Weber, Abel'sche Function, (p = 3) S. 66 ff. (1876) und C. Neumann,
Vorl. üb. Riemann's Theorie der Abel'schen Integrale. 2. A. S. 333 flf. (1884).
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verschwinden (Satz VII); sie hat daher p Nullpunkte Xi, die sich nach

(18) § 27 bestimmen aus

^ I
duh + h=^ / äuh + h oder ^ / du^ = 0.

Hieraus aber folgt, dass die p Punkte Xi zusammenfallen müssen

mit den p Punkten |,-; denn andernfalls wären (s. Beweis von VII)

die p Punkte Xi sowohl, wie die p Punkte |, Nullpunkte einer

^-Function, was der Voraussetzung von (VIII) widerspricht, (q. e. d.)

Wir heben hervor, dass der Satz (VIII) es ermöglicht, eine

Thetafunction mit dem variabeln Punkt x zu bilden, die p vor-

gegebene Nullpunkte ii, . ., tp hat; es ist dies die Function {2Q).

Die p Punkte ^, haben nur der Bedingung zu genügen, dass sie nicht

Nullpunkte einer ^-Function sind. Auf diese Bildung gründet sich

später die Lösung des Umkehrproblems.

Aus (VIII) folgt endlich ein Satz\), der die Umkehrung von (II)

bildet:

(IX) Sind ^1, . ., |p_i ^ — 1 ganz beliebige Punkte in T, so

gilt stets die Gleichung

& i^fdu + 4 =- 0, (27)

'=1 «

oder:

Die Function d-(vj^y . ., Vji) verschwindet jedesmal, wenn

die Argumente v\, . ., Vj, p — 1-gliedrige Summen von der

Form (/i = 1, . ., p):

duh + /^/.

1=1 „

sind.

Setzt man nämlich in (26) x == i,p, so folgt nach (VIII) die

Gleichung (27), allerdings zunächst unter der Voraussetzung, dass die

p — 1 oberen Grenzen der Integrale p Punkten angehören, die nicht

Nullpunkte einer 0- Function sind. Diese Voraussetzung ist aber

ganz unwesentlich. Wenn nämlich p Punkte |i, . ., |p in T nicht

Nullpunkte einer ^-Function sind, so lassen sich um dieselben in T
stets Bereiche von solcher Grösse abgrenzen, dass auch beliebige p
Punkte x^, . ., Xp innerhalb dieser p Bereiche nicht Nullpunkte einer

2J-

1) Eiemann, Ges. W. S. 200; vgl. auch Weber, 1. c. S. 66 und C. Neu-
mann, 1. c. S. 347.
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^-Function sind. Für je ^ — 1 unter p solchen Punkten gilt daher

auch die Gleichung (27), also

(28) ^{2 idu-\-l)j = 0.

Da nun die links stehende Function für jedes der Xi innerhalb

T' eindeutig und stetig ist und eine solche Function nicht in einem

Theile von T' gleich sein kann, ohne allenthalben in T' gleich

zu sein, so gilt ilie Gleichung (28) noch, welche Lage auch die p — 1

Punkte ic, , . ., Xp—i in T' oder T annehmen, (q. e. d.)

Zu Anfang dieses § in den Sätzen I—IV wurde die Lösbarkeit

von Congruenzen (oder Umkehrproblemen) unter gewissen Voraus-

setzungen bewiesen. Wir können jetzt auch zeigen, dass diese Lösungen

eindeutig sind.

Zu Satz I erhält man die Ergänzung:

(X) Ist die Bedingung (1) erfüllt, so sind die Congruenzen

(2) eindeutig lösbar.

Denn angenommen, es gäbe ausser den p Punkten Xi noch ein

zweites System von p Punkten Xi, das den Congruenzen (2) genügt,

so dass gleichzeitig (A = 1, . ., j?):

eh^^ j dUh -f Tih und Ch e^ X, / ^^h + ^a

X

wäre, so würde die Function (1), nämlich -9- (( i du — ej), nach (IX)

a

sowohl in den p Punkten Xi, wie in den p Punkten xl verschwinden.

Dies aber widerspricht der Voraussetzung, dass die Function (1) nicht

identisch verschwinde; denn nach dieser Voraussetzung kann (1) nur

p Nullpunkte haben. (Satz II § 27.)

Zu Satz n tritt die Ergänzung:

(XI) Sind die Bedingungen (3) und (4) erfüllt, so sind die

Congruenzen (5) und (6) eindeutig lösbar.

Denn angenommen, es gäbe ausser li, . ., |p_i ein zweites System

von p — 1 Punkten |/, . ., |p_i, das den Congruenzen (5) genügt, so

dass gleichzeitig (Ä = 1, .
., p):

P— 'i-

-i« jo—

1

|t'

eh ^^y, J dih + h und Ch ^y', I dUh + h^

,
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SO würde die Function (4) bei beliebig gewähltem y nach (IX) als

Function von x sowohl für die p Punkte y, ^i, . ., |p— i, wie für die

p Funkte y, 1/, . ,, %—\. verschwinden. Dies aber widerspricht der

Voraussetzung, dass die Function (4) nicht identisch für jedes x und

y verschwinden soll. Ebenso beweist man die eindeutige Lösbarkeit

des Systemes (6).

Endlich kommt zu Satz III oder allgemeiner zu IV die Er-

gänzung:

(XII) Sind die Bedingungen (14) und (15) erfüllt, so ist von
den Congruenzen (16) das erste System, nachdem m der

Punkte Xi, das zweite, nachdem w der Punkte yi willkür-

lich gewählt sind, eindeutig lösbar.

Denn angenommen, es gäbe, nachdem die m letzten Punkte Xi= ai

willkürlich gewählt sind, zwei verschiedene Systeme von p — n — 1

Punkten, nämlich aTj, . ., Xp—n—x und a;/, . ., x'p—n—i, welche den

ersten Congruenzen (16) genügen, so dass gleichzeitig (h = 1, ..,p):

p— n— 1 ^i m "i

h^ ^ j du,, +^ / duu -f h

und
p— w 1

eh= ^ I
duH +^ / duu + h

,

so würde die Function (15), nämlich

f ru «« n Vi

als Function von x bei beliebig gewählten Punkten y^, . ., ?/„ nach

Satz (IX) sowohl für die p Punkte yQ, y^, . •, yn, oc^, . ., Xp—n — \, wie

für die p Punkte y^, y^, . ., «/„, a;/, . ., x'p—n— i verschwinden. Dies

aber widerspricht der Voraussetzung, dass die Function (29) nicht

identisch verschwinden soll. Ebenso beweist man die eindeutige Lös-

barkeit des zweiten Systems (16).

Die Sätze X—XII lassen sich endlich noch umkehren; es genügt

dies für den allgemeinen Satz XII auszuführen.

(XIII) Ist bei gegebenen Grössen e^ das erste System der

Congruenzen (16), nachdem von den Punkten Xi m beliebig

gewählt sind, eindeutig lösbar, so ist auch das zweite
System der Congruenzen (16), nachdem von den Punkten
yi n beliebig gewählt sind, eindeutig lösbar.



234 Fünfter Abschnitt. [§ 28.

Der Beweis hat wegen (XII) nur zu zeigen, dass, wenn das erste

System (16) nach willkürlicher Wahl von m Punkten Xi eindeutig

lösbar ist, auch die Bedingungen (14) und (15) erfüllt sind. Man
denke sich eine Function von der Form (14), in der die Integrale

beliebige, aber voraus bestimmte, obere Grenzen XQ,..,Xm—i==ciQf..,am—i

und
2/o; • •? 2/re— X = &07 • •> ^»»— 1 haben. Trägt man in die so gebildete

Function (14) für die Ck das erste System (16), nachdem die in dem-

selben willkürlichen m Punkte Xi gleich a^, . ., ttm—i gesetzt sind, ein,

so bleibt eine Thetafunction, deren Argumente nur noch p — 1-

gliedrige Summen sind, die also nach Satz IX identisch verschwindet.

Betrachtet man dagegen eine Thetafunction der Form (15), die Inte-

grale gebildet mit beliebigen, oberen Grenzen Xq, .., Xm= aQ, • ., «m und

Vo) • -7 Vn = ^Q, • , ^n uud trägt die Werthe der e/, aus dem ersten

System (16) ein, nachdem die m willkürlichen Punkte x^, . ., .r« gleich

«i; • •, «OT gesetzt sind, so bleibt eine Thetafunction, deren Argumente

ausser p — 1-gliedrigen Summen noch Integrale mit der oberen Grenze

«0 enthalten und diese Thetafunction verschwindet nicht identisch.

Es sind also in der That die Bedingungen (14) und (15) erfüllt und

folglich ist auch das zweite System der Congruenzen (16) nach will-

kürlicher Wahl der n Punkte y, eindeutig lösbar, (q. e. d.)

Der Satz XIII steht in enger Beziehung zu früheren Unter-

suchungen; er enthält einen transcendenten Beweis des Riemann-

Roch'schen Satzes. Man kann nämlich mit Rücksicht darauf, dass

jedes System von Lösungen ic^, . ., Xp^m—n—i des ersten Systemes

(16) mit jedem System von Lösungen y^, . ., yjj^n—m—i des zweiten

Systemes (16) zusammen die 2p — 2 Punkte einer ^-Function bilden,

den Satz XIII auch so aussprechen:

(XIV) Hat man in der Verzweigungsfläche T oder auf der

Curve F{x, y) = p -\- m — n — 1 Punkte Xi, von welchen

noch m Punkte willkürlich sind, und legt man durch die-

selben eine ^-Curve, so sind von den p -\- n — m — 1 Rest-

punkten yi noch n Punkte willkürlich.

Dieser Satz wird, indem man

m = q^, VI ='
qx, p -\- m — n — \ = m^, p -\- n — m — \ == m^

setzt, identisch mit dem Riemann-Roch'schen Satze in der Form (II) § 11.



Sechster Abschnitt.

Die Lösung des Umkelirproblems.

Der sechste Abschnitt enthält die Lösung des Jacobi'schen Um-

kehrproblems. Als Vorbereitung hierzu wird im Anschluss an die

Untersuchungen des fünften Abschnitts in § 29 und 30 der Zusammen-

hang zwischen den Thetafunctionen ^/.i(ui, . ., Up) und gewissen alge-

braischen Wurzelfunctionen ^/^^(a;)^) untersucht, der sich auf die

gemeinsamen Nullpunkte dieser Functionen gründet. § 31 gibt als-

dann die Grundformeln zur Lösung des Umkehrproblems, § 32 und 33

eine Discussion dieser Formeln.

§ 29. Die NullpTinkte der Function -O"^ (%, • •, Up).

Die Berührungscurven ^jJ^^ = 0.

Unter der Voraussetzung, dass (Jt = 1, . ., p)'-

X

tin •= / duu (1)

gesetzt wird, sind die p Nullpunkte x^, . ., Xp der Function

%- (wi — €^, .., Up — Cp) = ^([ic — e)) (2)

nach (18) § 21 bestimmt durch die Congruenzen (/i= 1, . ., p):

2J diih^ €/, — h- (3)

Dabei sind e^, . ., e^ gedacht als ein beliebiges Grössensystem von der

Beschaffenheit, dass (2) als Function von x nicht identisch verschwindet

und es sind die Constanten 7^, . ., Jcp definirt durch die Gleichungen (17)

§ 27, also in gewisser Weise abhängig von dem Querschnittsystem

1) Wir bezeichnen im Folgenden rationale Functionen tp der Coordi-

naten {x, y) des Punktes x kurz durch ip{x)] ersetzen also auch F{x,y)==0
durch F {x) = u. s. f.
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der Fläche T. Hiernach sind auch die p Punkte Xi von dem Querschnitt-

system abhängig. Es ist nun yortheilhaft^), die Auswerthung der

Constanten /o, dadurch zu umgehen, dass man die Nullpunkte einer

Function % ((w— e)) für ein bestimmtes Grössensystem eu und für

ein bestimmtes Querschnittsystem als gegeben ansieht. Man wählt

hierzu am einfachsten als Querschnittsystem das früher angegebene,

kanonische System a, h, c der Fläche T (§ 2 und 3) und nimmt die

Grössen e-u sämmtlich gleich an. Dies ist zulässig, da die Function

(4) ^{u,, .., up) = ^iu))

als Function von x nicht identisch verschwindet. Wir bezeichnen die

von a abhängigen p Nullpunkte dieser Function (4) mit

(5) <, a^Vv^-

Wie sich diese Punkte mit der Lage des Querschnittsystems ändern,

ist später zu erörtern (§ 32 und Abschnitt VIII).

Mit Hilfe des Punktsystems (5) bestimmen sich die p Constanten

Jch nach (3) bis auf ein System zusammengehöriger Periodicitäts-

moduln durch die Congruenzen (h = 1, . ., p):

(6) lin=—^J ^^^

und die p Nullpunkte Xi der Function (2) nach (3) und (6) durch die

Congruenzen (/i = 1, . ., J»):

p .f«

(7) 2; fd^h^eh.

Dies gibt den Satz:

(I) Die p Nullpunkte Xi der Function (2) sind für das ge-

wählte Querschnittsystem bestimmt durch die Congru-

enzen (7);

oder die Function

(8) ^ij^^~-2j^^}

verschwindet als Function von x grade in den p Punkten

ajj , .
.
, Xp.

1) Clebsch u. Gordan, Ab. F. S. 195 ff. (1866). Weber, Ab. F. {p = 3)

S. 74. (1876).
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Das System der Punkte ai^ (5) ist hier in transcendenter
Weise definirt, nämlich als System der Nullpunkte der Function (4).

Diese Definition lässt sich durch eine algebraische ersetzen in fol-

gender Weise. Denkt man sich in den Gleichungen (5) § 28 die

p — 1 Punkte I,- beliebig gegeben, so sind damit zunächst die Grössen

€h in jenen Gleichungen bestimmt. Durch diese Grössen e/, sind aber

weiterhin die ^9 — 1 Punkte rji in (6) § 28 bestimmt und zwar ein-

deutig nach Satz XI § 28. Die 2p — 2 Punkte |,- und rji sind nach

(7) § 28" verbunden durch die Gleichungen (h = 1, •
., p):

p—i
f.-

p—i ni

^J du, -h^J dun = - 2h

,

(9)

welche aussagen, dass die oberen Grenzpunkte |j und rji als irgend

2p — 2 durch eine, F=0 adjungirte Curve Q == des w — S*®"*

Grades algebraisch verknüpfte Punkte betrachtet werden können.

Eliminirt man die Grössen k,, aus den Gleichungen (6) und (9), so

folgt (/.= !, ..,p):

p-l ff p_i Vi «

^J du,
-\-^J

du, -f 2J
dun = . (10)

"i "j "p

Hieraus ergibt sich nun die algebraische Definition des Punkt-

systems «iV •; «p- Wie die Umkehrung des Abel'schen Theorems
(IV § 20) lehrt, existirt eine rationale Function, deren Zähler in der

oberen, deren Nenner in den imteren Grenzpunkten der Integrale in

(10) verschwindet, während die übrigen Nullpunkte von Zähler und
Nenner dieselben sind. Es existiren also zwei, F=0 adjungirte

Curven gleichen Grades, von denen die erste durch die oberen Grenz-

punkte in (10) hindurchgeht, d. h. F= in 2jp — 2 beliebigen, nur

durch eine O- Curve verknüpften Punkten |j und -»?,• schneidet und im
Punkt a berührt, die zweite durch die unteren Grenzpunkte in (10)

hindurchgeht, d. h. jP = in jedem der p Punkte ap berührt (da

jeder dieser Punkte in (10) doppelt auftritt); die übrigen Schnittpunkte

beider Curven mit F = sind dieselben. Die Bildung dieser Curven

geschieht nach den Grundsätzen des § 12. Man nehme für die erste

dieser Curven eine adjungirte Curve des n — 2*^" Grades, nämlich die

zerfallende Curve (ax) (p(x)= 0, wo' (p(x)==0 eine ganz beliebige,

adjungirte Curve vom n— 3'^'' Grade ist, und {ax)= die Tangente von

F=0 im Punkte a, die also F=0 in a berührt und in n— 2 weiteren

Punkten a schneidet. Dann hat man für die zweite der Curven eben-

falls eine adjungirte Curve vom n — 2'^^ Grade il){x)=0 zu nehmen.
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die durch die w — 2 Punkte e hindurchgeht, und hat die alsdann noch

freien, linearen, nicht homogenen p Coefficienten dieser Curve ^ (a;)=
so zu bestimmen, dass sich ^ und F noch in p Punkten berühren.

Dies ist stets möglich. Da aber die Bedingungen der Berührung

algebraisch sind (s. § 32), so ist diese Definition der Curve 4) =
nicht eindeutig; es gibt vielmehr ein endliches System von solchen

zu a gehörigen Berührungsfunctionen ip. Unter ihnen muss

sich nach (10) auch diejenige Curve t^o(^) = ^ befinden, die gerade in

den p Punkten a»*^, d. h. den Nullpunkten der Function (4) berührt.

Daher der Satz:

(II) Die p Punkte a," (5) sind definirt, transcendent als die

p 0^ Punkte der Function (4), algebraisch als die p Be-

rührungspunkte einer ganz bestimmten Curve t/;^ aus dem
zu a gehörigen System von Berührungscnrven ip.

Es hat sich hier ein ganzes System von Berührungscnrven ^ er-

geben; die Definition desselben war algebraisch. Dasselbe System

aber erhält man auf transcendentem Wege, wenn man statt '&'(%,.., m^)

die allgemeine Thetafunction 1. Ordnung mit der zweithei-

ligen Charakteristik fi '9'^(w,, . ., Up) betrachtet. In § 26 (Gl. 36,

37 und 42) wurde gezeigt, dass jeder zweitheiligen Charakteristik

ein halbes Periodensystem

2 ^i = 2
^''^^ "^

2 ^^'*^*
k

entspricht, und dass die zugehörige Function '9'^(mi, • ., Up) bis auf

einen von den Argumenten Ui unabhängigen Factor C dargestellt wird

durch

(1 1 \ ~2fi^i
Ml — -Ai,..,Up — 2^p) e '

Diese Function ist gerade oder ungrade, je nachdem

p

^ftjfi/^O oder e^ 1 (mod 2).

Die p 0^ Punkte (a^', , ., a^') der Function (11) sind nun nach (7)

eindeutig bestimmt durch die Congruenzen (Ji = 1, . .^ p):

(12) 2jJ'^''"=1^^-
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Ist ft eine gerade Ciiarakteristik, so verschwindet im Allge-

meinen die Function (11) nicht iür x = cc (oder ttj^, . ., iip == 0, . .,0)

oder die p Punkte a'^, . ., cc^' enthalten nicht den Punkt a.

Ist /LI eine ungrade Charakteristik, so verschwindet die

Function (11) iür x = u (oder Wj, . ., Up = 0, . ., 0) nach V § 2ß;

es fällt also hier einer der p Punkte af, etwa cc'" mit a zusammen;

die übrigen p — 1 Punkte aj% . ., ß^_i sind eindeutig bestimmt durch

die Congruenzen (12).

Multiplicirt man (12) mit 2, so folgt (h = 1, . ., p):

2^J duu = 0. (13)
«=1 „^.0

Diese Gleichungen geben nach (IV) § 20 die algebraische Definition

der Punktsysteme a^, . ., «". Ist nämlich ^ eine gerade Charak-

teristik, so sind die Punkte a^,. .,a^ die p Berührungspunkte einer

ganz bestimmten, durch (12), d. h. durch die gerade Charakteristik ^
definirten Curve i^^ aus dem oben betrachteten, zu a gehörigen Be-

rührungssystem tp, zu welchem, der Charakteristik ^ == entsprechend,

auch die Curve ij^q gehört. Ist dagegen /x eine ungrade Charak-

teristik, so sind die jo — 1 Punkte a^, . ., a'*_j in Verbindung mit

a ebenfalls die Berührungspunkte einer durch (12), d. h. durch die

ungrade Charakteristik ^ definirten Curve ijj^i. Offenbar aber zerfällt

im letzten Falle die Curve ^^,=0 in die Tangente ((xx)= und eine

von a ganz unabhängige, nur von F abhängige, in ^ — 1 Punkten

a^, . ., «'"_! berührende Curve 90« = von dem Grade n — 3, so dass,

wenn (i eine ungrade Charakteristik ist: ^^, (x) = {ax) cpu (x).

Umgekehrt führen alle bei der algebraischen Bestimmung auf-

tretenden Berührungscurven tp auf die Gleichungen (13) oder (12)

zurück, durch welche jeder solchen Curve i^„ eine bestimmte Charak-

teristik (i zugeordnet wird. Die Zahl der sämmtlichen Curven des

Systems ip ist daher gleich der Gesammtzahl der zweitheiligen Cha-

rakteristiken, d. h. = 2^P, die Zahl der von a abhängigen Berüh-

rungscurven tpfi gleich der Zahl der geraden Charakteristiken, d. h.

= 2^""^ (2p -\- 1) und die Zahl der von k unabhängigen Berührungs-

curven cpu gleich der Zahl der ungraden Charakteristiken, d. h.

== 2P-1 (2P - 1) (Satz VI § 26).

Man kann die zerfallenden und die nicht zerfallenden Curven des

Systemes x}} in einer gemeinsamen Form schreiben und dabei die in

den Zählern der Normaldifferentiale 1. Gattung auftretenden Func-

tionen fi (x) (10) § 15 benutzen. Da jedes ^ durch i? + 1 linear un-
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abhängige, adjungirte Curven vom Grade w — 2 darstellbar ist (§12
Satz Ib), so hat man, wenn

p

(14) ii gerade: ^^ (x) = a^' ^o (a;) + (ax)^ a/! /; {x),

(15) ^ungrade: 9^^ (^) =^ «f /^ (^O?
1= 1

so dass im letzten Falle nur «^ = zu setzen und der Factor {ax)

zu unterdrücken ist.

Wir fassen das Vorstehende zusammen in dem Satze:

(III) Die p 0^ Punkte der Function
Q'f^^

{u^, . ., Up) mit der zwei-

theiligen Charakteristik fi sind,

wenn ^i gerade ist, die Berührungspunkte einer adjun-

girten Curve ip/:^ == vom Grade w — 2;

wenn ^ ungrade ist, der Punkt a und die p — 1 Berüh-
rungspunkte einer adjungirten Curve 93^=0 vom Grade
n — 3.

Durch diesen Satz ist also jeder Thetafunction '9'^(mi, . ., w^) mit

der zweitheiligen Charakteristik ^ eine Berührungscurve i/>„ oder (pa

mit derselben Charakteristik ^ zugeordnet. Diese Zuordnung gilt aber

nur für ein bestimmtes, kanonisches Querschnittsystem und ändert sich,

wenn dieses durch ein anderes ersetzt wird.

Mit Hilfe der Punkte a^'(e=l, . ., p) lassen sich zugleich die

0^ Punkte Xi, . ., Xp der Function '9'^((m — ej) oder auch der Function

d- i[u — e — - Äf^} leicht angeben. Diese Punkte sind nach (7) be-

stimmt durch die Congruenzen (7^ == 1, . ., p):

A
i
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oder die Function

»^ijdu-^jdu)) (17)

i

verschwindet als Function von x gerade in den p Punkten

§ 30. Thetaquotienten und Wurzelfunctionen.

Das Umkehrproblem besteht darin, aus den p Gleichungen
{h = l, ..,p):

p

= X< /^«Ä (1)

die Coordinaten der p oberen Grenzpunkte Xi als Functionen der

p-gliedrigen Integralsummen Uu darzustellen, welche Aufgabe nach
(X) § 28 im Allgemeinen eindeutig lösbar ist. Die p unteren Grenz-
punkte Ki in (1) sind beliebig, eine Veränderung derselben vermehrt
die Grössen U,, nur um Constanten.

Wir geben die Lösung des Umkehrproblems (1) nach Riemann
in der Weise, dass wir zunächst aus Thetafunctionen mit den speciellen

Argumenten (h ^= \j . ., p):

, Un= j duk (2)

2p -fach periodische Functionen aufbauen, die, als Functionen der

Coordinaten des Punktes x betrachtet, mit algebraischen Functionen
der Coordinaten von x identisch werden. Ebenso stellen sich dann

(§ 31) dieselben 22)-fach periodischen Functionen mit den allgemeinen
Argumenten U^, . ., Up als algebraische und symmetrische Functionen
der Coordinaten der oberen Grenzpunkte Xi in (1) dar. Diese Identi-

täten zwischen trauscendenten und algebraischen Functionen enthalten

die Lösung des Umkehrproblems in mannigfacher Form. Dasselbe
Verfahren, zuerst Ausdrücke mit den speciellen Argumenten u,, (2)
und dann die nämlichen Ausdrücke mit den allgemeinen Argumenten
Uh (1) zu bilden, wird auch bei den Darstellungen im siebenten Ab-
schnitt festgehalten.

Wir beginnen mit der Aufstellung der einfachsten Beziehung
zwischen Thetafunctionen mit den Argumenten u,, und alge-
braischen Functionen von x, die unmittelbar aus dem letzten

stahl, Abel'ache Functionen. jg
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Satze (IV) § 29 folgt. Sind nämlicli ^ und v zwei beliebige, zwei-

theilige Charakteristiken, so hat der Quotient

(3) Q'^c K; . ., Up) : d'y {Ui, . ., Up)

,

wie sich aus den Eigenschaften der Thetafunction und den Gleichungen

(38) § 26 ergibt, als Function der Coordinaten des Punktes x be-

trachtet, folgende Eigenschaften:

Er ist eindeutig in der Fläche T', die durch die Querschnitte

a, h, c aus T entsteht; er wird ferner == oo^ in den p Berührungs-

punkten a^, . ., a^' der Curve tp^. = und = 0^ in den p Berührungs-

punkten a^, . ., a" der Curve ^^^ = 0; er nimmt endlich beim üeber-

schreiten der Querschnitte ak und dk von T' bez. die Factoren an:

(4)' (—ly*-"* und (- 1)''*-'^

Hiernach ist das Quadrat der Function (3) eine Function der

Coordinaten von a;, die an den Querschnitten a, h, c von T' die

Factoren 1 annimmt, die also in T selber stetig und ausserdem regulär

ist. Eine solche Function ist aber nach (1) § 6 eine rationale Func-

tion der Coordinaten von x. Da sie ausserdem in denselben Punkten

0^ und oo^ wird wie ip/tc (pc) : ipv (sc), so kami sie sich von dieser Func-

tion nur um eine von x unabhängige Constante Cuv unterscheiden (Ib.

§ 6). Man hat daher die fundamentale Gleichung^):

(u„ .., «p)
— ^^^

y %{xy

In derselben ist jedesmal ijj^c ix) von der Verfallenden Form {ax) (p^ {x),

wenn jt eine ungrade Charakteristik ist; das entsprechende gilt von

ipy{x). Die Gleichung (5) gibt zunächst Anlass zu algebraischen Be-

trachtungen.

Man nennt den Ausdruck ]/^^, (ä;) eine Wurzelfunction, Bei

gegebenem, kanonischen Querschnittsystem der Fläche T besteht nach

§ 29 eine eindeutige Zuordnung zwischen den Thetafunctionen &ß([ufj

und den Berührungscurven ^^ (x) = oder den Wurzelfunctionen

yt/ii{x); man kami sagen, die Functionen ^/^{u} und y^/,i(x) sind

beide derselben zweitheiligen Charakteristik ft zugeordnet. Ebenso

sind die Quotienten auf beiden Seiten in (5) der Differenz fi — v der

Charakteristiken ^ und v zugeordnet. Diese letztere Zuordnung hat

noch den geometrischen Sinn, dass die aus den Elementen der Cha-

1) Eiemann, Ges. W. S. 134 und 457. Roch, Journ. für Math. Bd. 66

S. 104. Die Wurzelformen j/qp^, mit ungrader Charakteristik v nennt Riemann

„Abersche Functionen".

(5)
^(^.>-->^)_ i/v

I
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rakteristik fx
— v gebildeten Werthe (4) die Factoren angeben, welche

die Quotienten in (5) an den gewählten Querschnitten a, h annehmen.

Man kann sich auch die Zuordnung der
^
Berührungscurven

^^^ (x) = oder der Wurzelfunctionen j/z^,, (x) zu den Charakteristiken

^ bei gegebenem Querschnittsystem a, h ohne Benutzung der Theta-

functionen hergestellt denken. Man bestimme auf algebraischem Wege

(s. § 32) das in § 29 definirte System der Berührungscurven t^„(a;) =
und bilde aus ihm alle möglichen Quotienten y^pu (^) : Vi'v {x) mit

demselben Nenner j/^v {x), aber verschiedenen Zählern ]/^^(a;). Dann

ermittele man für sie die Factoren (4) an den Querschnitten ük, &*

von T', indem man jeden solchen Quotienten von einem Funkte in

T' ausgehend über die Fläche T' fortsetzt. Damit kennt man die

zu jedem solchen Quotienten gehörige Charakteristik /n. — v. Man
hat jetzt noch diejenige Charakteristik v zu ermitteln, welche die

Eigenschaft hat, dass ihre Addition zu den Charakteristiken {i — v

eine gerade Charakteristik ^ ergibt, wenn die zugehörige Zähler-

function V,« (^) eine eigentliche Berührungsfunctiou des n — 2'®" Grades

ist und eine ungrade Charakteristik fi, wenn ip,i{x) eine zerfallende

Function {a x) cpa {x) ist. Damit hat man auch zu jeder Wurzelfunc-

tion |/^ (x) die zugehörige Charakteristik |w. Dass* es nur eine solche,

zu addirende Charakteristik v gibt, folgt daraus, dass die Zuordnung

der Berührungsfunctionen ipf, zu den Thetafunctionen O',, oder auch zu

den Charakteristiken /x bei gegebenem Querschnittsystem nach § 29

eine eindeutige ist.

Die Zuordnung der Thetafunctionen und Wurzelfunctionen zu den

Charakteristiken gibt Anlass, die Operationen der Multiplication und

Division mit Thetafunctionen oder Wurzelfunctionen abkürzend durch

die Operationen der Addition und Subtraction an den zugehörigen

Charakteristiken zu ersetzen. Wir machen sogleich Gebrauch von

diesem Verfahren bei dem Beweis der folgenden zwei Sätze über

Wurzelfunctionen^). Dabei soll ein Product von q einfachen

Wurzelfunctionen mit beliebigen Charakteristiken ;w.i, /w-g, . ., ^^, also

der Ausdruck:

V^^'. ^'. • • "^/^^ (6)

ebenfalls als Wurzelfunction bezeichnet und derselben die Charakte-

d.h. die Summe der Charakteristiken fii, ^2} • •} t^a
zugeordnet werden.

1) Das Princip der Herleitung und einfache Beispiele solcher Sätze über

Wurzelfunctionen finden sich bei Eiemaun (Ges. W. S. 456 ff), vgl. auch Roch,

Journ. für Math. Bd. 66 S. 106 ff. (1864), Weber, Ab. F. {p = 3) S. 110 ff. u. A.

16*
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Der erste Satz bezieht sich auf die linearen Relationen, die

zwischen Producten von der Form (6) bestehen. Bildet man eine

Reihe solcher Producte von je q Wurzelfunctionen mit jedesmal an-

deren Charakteristiken (fi[, . ., ^p (i= l^ 2, . .), jedoch so, dass die

Summe der Charakteristiken für alle diese Producte dieselbe ist, oder dass

(7) (ftl • • ^y = (^r • • fi^') = . • • (mod 2),

so gilt der Satz:

(I) Es besteht zwischen ]q p {q — 1) -i- 2 allgemeinen Wurzel-
functionen der Form (6) mit derselben Charakteristik (7)

mindestens eine lineare, homogene Relation der Form

oder, eine Wurzelfunction der Form (6) lässt sich stets

durch ein Aggregat von höchstens p{q— 1) 4~ 1 linear un-

abhängigen Functionen von derselben Form und derselben

Charakteristik darstellen.

In der That, man dividire jedes Glied auf der linken Seite von

(8) durch |/i/;,,^ . . '^^ , wo v^, . ., Vf, q Charakteristiken von^^er Be-

schaffenheit sind, dass {v-^ . . Vq) congruent mit den Charakteristiken

(7) ist; dann ist der Quotient des i*®" Gliedes eine rationale Func-

tion von X, da die Factoren an den Querschnitten a, h von T' nach

(4) sämmtlich = 1 werden, und diese Function ist von der Ordnung

QP oder sie hat Qp 0^ Punkte (die Berührungspunkte der Curven

tjj i
== 0, . ., ip i =0) und QP oü^ Punkte (die Berührungspunkte der

Curven ipy^ = 0, . ., i^,, = 0). Nach (Ib) § 12 aber besteht zwischen

je QP — jö -]- 2 rationalen Functionen der Ordnung Qp mindestens

eine lineare, homogene Gleichung, Lässt man den gemeinsamen

Nenner y^^ . • ^r^ weg, so hat man die Gleichung (8). (q. e. d.)

Am einfachsten sind die Relationen (8) für q = 2. Unterscheidet

man die einer geraden Charakteristik ^i zugeordnete Berührungs-

function ip^^ des n — 2*^" Grades von der einer ungraden Charak-

teristik V zugeordneten Berührungsfunction (pv des n — 3*°° Grades,

so erhält man als speciellen Fall von (8) die Relationen

p-\-2
jP+ l p

(9) ^a, VtJiT, = 0, ^A- V%J%^i - 0, ^y, V^~--0,
i= l 1= 1 i=l

WO «,-, ßi, yi constante Coefficienten sind und vorausgesetzt ist, dass

die zusammengesetzten Charakteristiken i^i ii^^ o^^^r ju.i'^-'i* oder Vj*v.^*'

für alle Glieder einer Summe einander congruent sind (mod 2). Der
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Die Darstellung (16) lässt sich geometrisch interpretiren^)

und gibt den Satz:

(IIa) Wenn die Summe einer geraden Anzahl 2A + 2 von

geraden Charakteristiken fi congruent (mod 2) ist, so

berühren die zugehörigen Curven i/;„ = ausser F=0
noch sämmtlich eine bestimmte Curve Pi = 0, wo sie der-

selben begegnen. Die sämmtlichen Berührungspunkte der

Curven % = mit F=0 und mit Pj = liegen auf ein

und derselben, bestimmten Curve P = vom Grade

(k -f 1) (w — 2) in X.

Bei dieser Fassung ist von den Doppelpunkten d und den Punkten s

von i^=0, durch welche ebenfalls die Curven t/;^^ = 0, P == und

p^ = hindurchgehen, abgesehen.

Die vorstehende Betrachtung erfährt eine leichte Abänderung,

wenn sich unter (11) ungrade Charakteristiken befinden. Dann geht

jede Function Jpv(x) mit ungrader Charakteristik v über in {ax)(py{x)

(§ 29). In Folge dessen tritt eine Reduction der Gleichung (16) oder

(17) ein, indem auf der linken Seite Factoren der Form (ax) aus-

scheiden und entsprechend der Grad von P und P, sich erniedrigt.

Hat man insbesondere 2 A+ 2 ungrade Charakteristiken Vq,..,V2x+ i,

deren Summe ^ (mod 2) und bezeichnet man die zugehörigen Be-

rührungscurven g), mit qp„„, . ., g^vg^+i und die Systeme von Be-

rührungspunkten derselben mit «j^», . ., 0^ + ^ {i =--
1 , . ., p — 1), so

scheidet in (16) der Factor {axy'^+^ aus und an Stelle von (16) und

(17) treten die Gleichungen

(pvo <Pn • • 9'»22+i = P^ + Pi-^

oder

V%o 9n • • 9'r2;t+i = P (^, «i"", • V «/'^)

Hier wird also das Product der 2A -f 2 Wurzelfunctionen Ycpv. mit

Hilfe von F=0 gleich einer ganzen, rationalen Function P in x vom

Grade (A + l)(n — 3), deren Coefficienten die Coordinaten des Punktes

K nicht mehr enthalten. Die Function P lässt sich als homogene Func-

tion der (A -f-
1)'^" Dimension in Functionen des Berührungssystemes tp,.

darstellen; die Function Pj ist vom Grade (2A -f 2)(« — d>) — n in x.

Daher der Satz:

(18)

1) Berührungssätze dieser und allgemeinerer Art (vgl. § 35 Satz III a) sind

von Clebsch (Journ. für Math. Bd. 63, S. 189 ff.) in grosser Zahl mittels des

Abel'schen Theorems abgeleitet worden. Die obige Beweisführung ist der von

Clebsch benutzten nahe verwandt; sie beruht, wie diese, auf der Rechnung mit

Charakteristiken.
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Denn dividirt man den Ausdruck (15) durch ]/i/;^" +2 _, ^i+i^ ^^

i/>^ die zu einer beliebigen Charakteristik ^ gehörige Berührungs-

function ist, so ist der Quotient eine rationale Function, weil er nach

(14) und nach (4) an den Querschnitten ük und hk von T' die Pac-

toren 1 hat. Da nun der Nenner i^l^^ für sich eine ganze, rationale

Function vom Grade (A + 1) (** — 2) in x (d. h. in den Coor-

dinaten des Punktes x) ist, so muss auch der Zähler, d. i. die

Function (15) eine ganze, rationale Function sein und sich mit

Hilfe von F= ebenfalls auf den Grad (A -(- 1) (n — 2) in a; bringen

lassen, (q. e. d.)

Um (15) in der letztgenannten Form darzustellen, bilde man eine

allgemeine Curve P (x) = von dem Grade (A -f- 1) (m — 2) in x,

welche durch jeden der r Doppelpunkte d von F= und durch jeden

der n — 2 Schnittpunkte s der Tangente {ax) des Punktes . a mit

i^=0 je (A -|- l)-fach hindurchgeht. Nach dieser Bestimmung setzt

sich (nach § 11 und 12) die Function P linear und homogen mit un-

bestimmten Coefficienten zusammen aus (2A-|- 1)^+1 unabhängigen

Functionen derselben Art, die ihrerseits vollkommen bestimmt sind

und deren Coefficienten die Coefficienten von F = und die Co-

ordinaten des Punktes a in rationaler Weise enthalten. Die Curve

p = muss ferner i^= in den 2A -|- 2 Systemen von Berührungs-

punkten (13) schneiden. Zur Bestimmung der (2X -\- 1) p noch will-

kürlichen, nicht homogenen Coefficienten in P sind aber die 2A + 1

ersten Punktsysteme (13) gerade ausreichend, da die j) letzten Null-

punkte einer ganzen, rationalen Function durch die übrigen bereits

bestimmt sind (T § 12). Die Coefficienten in P sind also rationale

und symmetrische Functionen von jedem der (2A -j- 1) ersten Punkt-

systeme (13). Bezeichnet man die so gebildete Function genauer

durch P(x,al'% . ., a/'^^), so hat man die Gleichung:

(16) t,ot,, . • ^,2A+ l
= P' + Pl^^

die wir abgekürzt schreiben:

(17) y^,:^,, . . t,,,+,=^Pix,ar, .., <^r'').

Die Function P ist vom Grade (A -|- 1) (n — 2) in x und lässt

sich, wie aus ihrer Bildung hervorgeht, darstellen als homogene

Function der (A -j- l)^'^ Dimension in Functionen des Berührungs-

systems V/<- Die Function P^ in (16) ist vom Grade (2A-|-2) (w—2)—n
in X und wird nach (16) für jeden Doppelpunkt d von F= gleich

0^^, für jeden der Punkte s gleich (P''+^.
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Die Darstellung (16) lässt sich geometrisch interpretiren^)

und gibt den Satz:

(IIa) Wenn die Summe einer geraden Anzahl 2A + 2 von

geraden Charakteristiken (i congruent (mod 2) ist, so

berühren die zugehörigen Curven ^„==0 ausser F=0
noch sämmtlich eine bestimmte Curve P^ == 0, wo sie der-

selben begegnen. Die sämmtlichen Berührungspunkte der

Curven t^,« = mit F=0 und mit Pj = liegen auf ein

und derselben, bestimmten Curve P = vom Grade

(A + 1) (w — 2) in X.

Bei dieser Fassung ist von den Doppelpunkten d und den Punkten s

von JP=0, durch welche ebenfalls die Curven ^^, = 0, P = und

Pj = hindurchgehen, abgesehen.

Die vorstehende Betrachtung erfährt eine leichte Abänderung,

wenn sich unter (11) ungrade Charakteristiken befinden. Dann geht

jede Function t(^v{x) mit ungrader Charakteristik v über in {ax)g)r{x)

(§ 29). In Folge dessen tritt eine Reduction der Gleichung (16) oder

(17) ein, indem auf der linken Seite Factoren der Form (ax) aus-

scheiden und entsprechend der Grad von P und Pj sich erniedrigt.

Hat man insbesondere 2A -f- 2 ungrade Charakteristiken Vq, . ., V2;.+ i,

deren Summe ^ (mod 2) und bezeichnet man die zugehörigen Be-

rührungscurven (pr mit qp,„, • , ^vg^+i ^nd die Systeme von Be-

rührungspunkten derselben mit «i"», . ., ai'^^+ ^ {i =^- 1, . ., p — 1), so

scheidet in (16) der Factor {axy^+ ^ aus und an Stelle von (16) und

(17) treten die Gleichungen

<Pv„ <Pn • • 9^^21+1 = P' + Pi-F
I

oder \ (18)

j/qP.o ^v, . qPrg;^.! = P i^, «.^ • •;
«'''^)-)

Hier wird also das Product der 2A + 2 Wurzelfunctionen Ycpr. mit

Hilfe von F=0 gleich einer ganzen, rationalen Function P in a; vom

Grade (A + l)(n — 3), deren Coefficienten die Coordinaten des Punktes

a nicht mehr enthalten. Die Function P lässt sich als homogene Func-

tion der (A -f-
1)*®" Dimension in Functionen des Berührungssystemes cp,.

darstellen; die Function Pj ist vom Grade (2A -f 2)(n — 3) — n in x.

Daher der Satz:

1) Berührungssätze dieser und allgemeinerer Art (vgl. § 35 Satz Illa) sind

von Clebach (Journ. für Math. Bd. 63, S. 189 ff.) in grosser Zahl mittels des

Abel'schen Theorems abgeleitet worden. Die obige Beweisführung ist der von

Clebsch benutzten nahe verwandt; sie beruht, wie diese, auf der Rechnung mit

Charakteristiken.
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(IIb) Wenn die Summe einer geraden Anzahl 2il -f- 2 von
ungraden Charakteristiken v congruent ist (mod 2), so

berühren die zugehörigen Curven 9^-=0 ausser jP==0 noch
sämmtlich eine bestimmte Curve Pj == 0, wo sie derselben
begegnen und die sämmtlichen Berührungspunkte der
Curven g}^ mit F und P^ liegen auf ein und derselben, be-

stimmten Curve P vom Grad (A -{- 1) (n — 3) in x.

§ 31. Lösung des Umkehrproblems.

Im Anfang von § 30 wurde bemerkt, die Lösung des in den
Gleichungen (1) § 30 enthaltenen Umkehrproblems geschehe da-

durch, dass man Beziehungen herstellt zwischen Thetaquotienten

mit den allgemeinen Argumenten U^, . ., Up und zwischen algebrai-

schen und symmetrischen Functionen der p Punkte «, , . ., Xp, analog

der Beziehung (5) § 30, die zwischen den speciellen Argumenten

Ui, . ., Up und den Coordinaten des Punktes x besteht, wenn diese

Elemente durch die Gleichungen (2) § 30 verbunden sind.

Wir verallgemeinern indess die Betrachtung, indem wir an Stelle

von (1) § 30 die Gleichungen setzen Qi = \^ -, P)'

(1) Vh EEE^ J duh=21 duh —^ j duh
,

wo CL eine beliebige Zahl, x, x^, . ., Xg und a, a^, . ., a, zwei Systeme
von je g + 1 beliebigen Punkten sind^). Die letzte Form in (1), in

der £ ein beliebiger Punkt ist, zeigt, dass V,, sowohl für die oberen
Grenzpunkte Xk, wie für die unteren Grenzpunkte «^ symmetrisch ge-

bildet ist. Die Aufgabe ist nun, Thetaquotienten mit den Argumenten
Fj, . ., Vp als algebraische und symmetrische Functionen der Coordi-

naten sowohl der oberen Grenzpunkte x^, wie der unteren «k darzu-

stellen. Wir untersuchen, wie früher den speciellen Ausdruck (3)

§ 30, so jetzt den entsprechend gebildeten, allgemeinen Ausdruck

(2) ^.(F„ .., F,):^,(F„.., F,V)

der ebenso wie in den q -\- 1 Punkten Xk, auch in den q + 1 Punkten
cck symmetrisch gebildet ist. Der Ausdruck (2) hat, wenn er zunächst
nur als Function von x betrachtet wird, ähnliche Eigenschaften,

1) Die in (1) auftretenden Punkte «„ und x^ sollen mit cc und x iden-
tisch sein.

2) Riemann, Ges. W. S. 134. H. Stahl, Journ. für Math. Bd. 111, S. 98 ff.

1892).
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wie der frühere^ specielle Thetaquotient. Er ist eindeutig in T' , hat

an den Querschnitten Ok und hh ebenfalls die Factoren

(_ lyic-^k ,ind (_ ifk-^i (3)

und wird = OMn ^ Punkten y^, . ., yp und =oo^ in p Punkten z^, ..,2p,

die nach Satz IV § 29 bestimmt sind durch die Congruenzen

(Ä=-l, ..,p):

^J du,+2J ^'''^^-^^ 2J ^""+2J ^'''" ^- ^^^

i i

Der Ausdruck (2) hat ferner, wenn man ihn als Function von

irgend einem anderen der Punkte Xk in (1) betrachtet, genau die-

selben Factoren (3) an den Querschnitten, wie als Function von x

und wird ebenfalls in je p Punkten == 0^ und = cx)\ Ist daher S

irgend eine algebraische, wie T' verzweigte Function von x allein,

die an den Querschnitten Ok, h ebenfalls die Factoren (3) annimmt

und bezeichnet Sk den Werth dieser Function für x = Xk, so ist der

darzustellende Ausdruck (2), dividirt durch das Product S S^ . . S^

eine rationale Function der Coordinaten eines jeden der Punkte

X, x^, . ., Xq. Bezeichnet man diese rationale Function mit B, so ist

die Function (2) dargestellt in der Form^):

RSS, . . Sq. (5)

Wir setzen nun für S die einfachste Function, die möglich ist,

nämlich

s^r/J^. (6)

Dann ist, wie die Vergleichung von (2) mit (5) ergibt, die rationale

Function R in (5) folgendermassen bestimmt. Als Function von x

betrachtet, wird R = 0^ in den p Punkten a!" (in denen S = oo^ wird)

und = cx>^ in den p Punkten af (in denen S = 0'^ wird). Sie ist

ferner == 0^ in den p 0^ Punkten yt und = oo^ in den p oo^ Punkten

0i der Function (2), welche Punkte bestimmt sind durch die Con-

gruenzen (4). In ähnlicher Weise, wie als Function von x, ist R als

Function von jedem der anderen oberen Grenzpunkte x^, . ., Xq in (1)

definirt.

Um die rationale Function R darzustellen, bilden wir sie zu-

nächst als Function von x aus den angegebenen 0^ und oo^ Punkten

1) Riemann, Ges. W. S. 135 Anmerkung.
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nach der Methode des § 12. Dabei braucht man aber die Punkte

iji und Zi selber gar nicht zu kennen. Diese Punkte lassen sich viel-

mehr nach (4) ersetzen durch die q Punkte x^, . ., Xq. Man lege

durch die r Doppelpunkte d von F= 0, durch die p Punkte «'.' und

die q Punkte «i, . ,, «^ eine Curve von hinreichend hohem Grade

W/:i (x) = 0. Diese Curve wird .F= noch in einer Anzahl weiterer

Punkte ^^, . ., ^t schneiden. Legt man nun durch die r Punkte d und

durch die t Punkte t, eine Curve desselben Grades, so hat diese noch

q lineare, nicht homogene Coefficienten oder noch q willkürliche 0^

Punkte, Wählt man für diese die q Punkte x^, . ., Xq, so sind die p
letzten 0^ Punkte wegen (4) nach den Sätzen IV § 20 und I § 12

gerade noch die p Punkte yi. Bezeichnet man die gebildete Curve

mit Wf, (x, Xi, . ., Xg) =^ 0, so wird der Quotient W^^ {x, x^, . ., x^ : ''^/.lix)

als Function von a;

= 0^ in den p Punkten ^j, . ., yp und den q Punkten x^, . ., Xg,

= oo^ in den p Punkten a^^, . ., a'*^ und den q Punkten cc^, . ., Kg.

Entsprechend bestimme man zwei Gurven Wv{x) und Wr{x, x^, . .,Xg)

von demselben Grade wie die vorigen, nur mit Benutzung der j)

Punkte «/ statt «j", und t anderen Hili'spunkten ^j', . ., ^/, so dass

der Quotient Wr(x, x^, . ., Xg) : Wy(x)

= 0^ in den p Punkten 0^, . ,, 0p und den q Punkten x^, . ., Xg,

= 00^ in den p Punkten
«l,

. ., a" und den q Punkten «j, . ., «^

wird. Nunmehr hat der Ausdruck

W^(x, x„ . ., x
^)

W^{x)

^^ ^,(x,x„ ..,x^)W^^{x)>

als Function von x betrachtet, dieselben 0^ und cx)^ Punkte wie die

Function R, stimmt also nach Satz Ib § 6 mit B bis auf einen von

X unabhängigen, dagegen von x^, . ., Xg noch abhängigen Factor über-

ein. Um die Function R, die in den g + 1 Punkten x, x^, . ., Xg

symmetrisch ist, wie aus der Vergleichung von (2) und (5) hervor-

geht, vollständig zu erhalten, hat man offenbar den Ausdruck (7) nur

durch Zufügung eines von x unabhängigen Factors ebenfalls in den

Punkten x, x^, . ., Xg symmetrisch zu machen. Man erhält so für R
den Ausdruck

WO nunmehr G^,y eine von ic, x^, . ., Xg unabhängige Constante ist.
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Trägt man die Werthe (6) uud (8) in (5) ein, so hat man für

den Thetaquotienten (2) folgende Darstellung^):

K (Fl, • •, V,) ""' 'P. (^, ^1, . •, ^,) 11 "P, (^a) ^ ^v (^.) ^^

Zur Bestimmung der Constanten Cur wähle man (wenn 2 > jp) eine

Charakteristik A so, dass A^ und Av gerade Charakteristiken sind

und setze in (9) x, x^, . ., Xq einmal gleich a^, a^, . ,, a^, das andere

mal gleich a^^", a^'"'', , .,a^'"*, wo die Paukte a^ und a^'"'' (Ä==0, ..,g)

den Congruenzen genügen:

^ j'L ^IäI, ^JL ^\{Ai^ 4' + ^3 , (10)

«A "k

während - A^, - Ä^, - Ä'^^ halbe Periodensysteme sind, die den Cha-

rakteristiken A, ff, V entsprechen (vgl. (36) § 26). Dann erhält man
durch die beiden Substitutionen nach (40) § 26 aus (9) Gleichungen

von der Form:

^ =^ ™<i
»f
= i^. (11)

wo P,,„ und Puv vollkommen bestimmte, algebraische Ausdrücke sind,

symmetrisch für jedes einzelne System der Punkte a^, «^, a^'^'' . Durch

Multiplication und Division ergibt sich aus (11):

^ = 5i^ und C;„-P,.P.,. (12)
Xv vfi

Hierdurch ist C|(,,. bis auf das Vorzeichen bestimmt. Das letztere

ist durch directe Vergleichung der beiden Seiten in (9) zu ermitteln.

Durch Einführung von C/.iv in (9) muss die rechte Seite dieser Glei-

chung auch in den q~\-l Punkten aj. symmetrisch werden, da dies

für die linke Seite bereits zutrifft. Das Vorstehende, zusammengefasst,

gibt den Satz:

(I) Der Quotient zweier Thetafunctionen mit beliebigen,

zweitheiligen Charakteristiken }i und v, deren Argumente
Integralsummen 1. Gattung mit einer beliebigen Zahl q-{-l

von Gliedern und mit beliebigen oberen und unteren

Grenzpunkten Xk und a* (k = 0, 1, . ., q) sind, lässt sich

1) H. Stahl, 1. c. S. 104.
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symmetrisch in den Coordinaten dieser zwei Punktsysteme
darstellen durch rationale Functionen in Verbindung mit

Quadratwurzeln aus solchen Functionen.

Dieser Satz wird in § 35 bedeutend verallgemeinert.

Aus der Gleichung (9) lassen sich in mehrfacher Weise
specielle Formeln ableiten. Dabei kann man, wenn q besondere
Werthe hat und die bisher willkürlichen, untern Grenzpunkte

«0, a^, . ., «2 der Integrale in (1) passend gewählt werden, die ratio-

nalen Functionen in (9) auch durch Wurzelfunctionen ersetzen. Die

zwei einfachsten Fälle sind folgende.

Erstens sei q =^ p und a^, . ., ccp =
«J,

. ., a^ , d. h. =--^ den 0^

Punkten der von a abhängigen Function '9'o((m)) oder "[/^„(o;). An
Stelle von (1) tritt jetzt (h = 1, . ., p):

und an Stelle von (9) die Gleichung^)

^ ^ »Ay^^ ' K)
'""

"^r (^. ^1» • -r^^) ij ^, (^ö ^ % (^,)

'

Die oben angegebene Bildung der rationalen Functionen W kann

hier folgendermassen modificirt werden. Man bilde ^^, (x) = als

Curve des o{n — 2)*^"^ Grades in x so, dass sie durch jeden der r

Doppelpunkte 8 von F=0 und ebenso durch jeden der n — 2 Schnitt-

punkte s der Tangente (ax) = mit J^ = je dreimal hindurch-

geht. Die noch freien Coefficienten lassen sich dann gerade noch so

bestimmen, dass diese Curve durch die p Punkte a^ und die p Punkte

«^ hindurchgeht. Sie ist damit vollständig bestimmt und schneidet

F=0 noch in p Punkten ^^, . ., ^p, die von den Punktsystemen

af und K^ abhängen. Die Curve ''^^{x, Xi, . ., Xp) ^= ist alsdann

von demselben Grad 3(w — 2) in x zu wählen und dreifach durch

jeden der Punkte d und s und einfach durch die p Punkte ^i, . ., ^p

und die p Punkte x^, . ., Xp zu legen, wodurch sie vollständig be-

stimmt ist. Ebenso hat man Wr{x) und Wv(x, x^, . ., x^ zu bilden

mit dem Unterschied, dass hier statt der p Punkte a^' die p Punkte

aj zu nehmen sind, in Folge dessen auch die p Punkte ^, andere

werden. Aus dieser Bildungsweise geht hervor, dass sich die Func-

1) H. Stahl, Diss. Berlin 1882. S. 15.
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tionen W in (14) als homogene Functionen des dritten Grades in den

zu a gehörigen, adjungirten Functionen t/? allein darstellen lassen.

Hiernach hat man den Satz:

(II) Der Quotient zweier Thetafunctionen mit beliebigen,

zweitheiligen Charakteristiken ii und v, in welchen die

Argumente p -\- 1-gliedrige Integralsummen 1. Gattung
sind, deren obere Grenzpunkte beliebig, deren untere

Grenzpunkte der beliebige Punkt a und das System der p
0^ Punkte der zu a gehörigen Berührungsfunction ^^ sind,

lässt sich algebraisch darstellen durch das System der zu

cc gehörigen Functionen ^ und durch die Coordinaten der

Berührungspunkte dieser ^-Curven.

Man kann indess die rechte Seite in (14) auch durch lauter

Wurzelfunctionen darstellen. Die Function ^^(x, x^, . ., Xp) : ^/ii(x)

ist als rationale Function von x definirt durch ihre 2p oo^ Punkte

a? und a^ und durch p ihrer 2p 0^ Punkte, nämlich x^, . ,, Xp. Man

kann nun den Nenner ^^ (x) ersetzen durch Yijjq (x) 4>u (x) . Dies ist

eine besondere, aus zwei Berührungsfunctionen t/; gebildete Wurzelfunction

von der Charakteristik ^. Um den Zähler ^/x{x, x^, . ., Xp) zu erhalten,

hat man eine entsprechende, allgemeine Wurzelfunction mit derselben

Charakteristik {i zu bilden. Eine solche lässt sich nach (I) § 30 durch

jp + 1 linear unabhängige Wurzelfunctionen derselben Art darstellen,

also nach (9) § 30 durch einen Ausdruck von der Form

p

i=

WO Sl (x) = tj {x) tj (x) und ^[^i
= ii{i = 0,l,..,p) ist. Be-

stimmt man die Coefficienten /!,• so, dass der Ausdruck (15) für

x = x^, . ., Xp verschwindet, so hat man den Zähler Wu{x,Xi, . ., Xp).

Hiernach erhält man an Stelle von (14) die Gleichung

deren rechte Seite der Quotient zweier Determinanten ist, gebildet

aus den Wurzelfunctionen YS^ (x) und YSj^ (x) mit den Argumenten

X, Xj^f . .,Xp. Die Constante Ci^r bestimmt sich wieder am einfachsten

durch die Substitutionen x, x^, . ., Xp = a, aj, . ., «^ und x, x^^ . ., Xp

= a, a^i"', . ., a^f"', mit der Voraussetzung, dass l^i und Iv gerade

Charakteristiken sind.
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Zweitens sei in (9) q = Q {2p — 2) und die q Punkte a^ seien

die Schnittpunkte von F == mit einer Curve 0(x) = vom Grade

Q (n — 3) in x, die ausserdem i^= in den r Doppelpunkten d je

p-facli schneidet.

Dann lässt sich der Nenner W^ (x) in (9) ersetzen durch

Yijj^ (x). Dies ist eine Wurzelfunction mit der Charakteristik }i,

die in den q Punkten «i Qc= l^..,q) und den p Punkten a^' (i=l,..,p)

in erster Ordnung verschwindet und ausserdem noch in gewissen

Punkten, nämlich in jedem der r Doppelpunkte ö von F= in der

Ordnung Q -\- ^ (für jeden der beiden Zweige) und in jedem der

n — 2 Schnittpunkte s der Tangente (ax) = mit F = je in der

Ordnung ^ verschwindet. Um den zugehörigen Zähler Wf,{x,Xi,..,Xp)

in (9) zu erhalten, hat man eine allgemeine Wurzelfunction mit der-

selben Charakteristik }i zu bilden, welche in den Punkten ö und s in

derselben Ordnung wie Wa (x) und in q -}- p weiteren Punkten ver-

schwindet. Eine solche Function drückt sich nach (I) § 30 durch

q -\- l linear unabhängige Functionen derselben Art aus in der Form:

(17) VR^jx) + V(^)2 h yffix) .

k= l

Dabei ist die Function i?^i(a;) vom Grade 2() (w — 3) -}- (w — 2)

in x und von cc abhängig. Die Functionen T^^X^) ^^^^ ^^^ Grade

(2q +1) (« — 3) und von a unabhängig; sie lassen sich durch

homogene Ausdrücke der {2q -{- 1)*^" Dimension in den adjungirten

Functionen tp von n — 3*""" Grade darstellen. Bestimmt man die

Coefficienten h so, dass der Ausdruck (17) für x =- Xi, . .,Xq ver-

schwindet, so hat man den Zähler W^,(x, x^, . ., Xg) in (9). Da (ccx)

verschwindet für a; = «, so erhält man ^^^ (a, x^, . ., Xq) in Form

einer Determinante, nämlich:

W,{a, X,,.., Xg) = YR^X^]n V'(« ^*)2 ± VM^r) • • • V^',i^9)-
*= i

Ebenso ist mit Wr{x) uiid Wy(x, x^, . ., x^ zu verfahren. Setzt

mau nunmehr in (9) a; == a, also an Stelle von (1) (/i = 1, - -, p)'-

(18) Vu=y / du, (q = Q (2p - 2)) ,

so erhält mau statt (9):
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wo Cuv wieder wie früher bestimmt werden kami. Für (> == 1 hat

mau den Satz^):

(III) Der Quotient zweier Thetafunctiouen mit beliebigen,

zweitheiligen Charakteristiken ja und v, in welchen die

Argumente 2p — 2-gliedrige Integralsummen 1. Gattung

(18) sind, deren obere Grenzpunkte Xk beliebig, deren

untere Grenzpunkte Uk die 0^ Punkte einer qp-Funetion

sind, lässt sich symmetrisch in den Coordinaten der

Punkte Xi darstellen durch Wurzelfunctionen, die sich

allein a-us Wurzelfunctionen y^py zusammensetzen.

Ist () == 1, g_
=^ 2p — 2, sind fi und v ungrade Charakteristiken,

y(p^i und ]/g)y die zugehörigen Wurzelfunctionen und setzt man

}/g| = i»^.-W, )/S = ^H^), (20)

so dass Mi(x) und Ni{x) rationale Functionen sind, die sich allein

aus 9?- Functionen zusammensetzen lassen, so geht unter Voraus-

setzung von (18j die Gleichung (19) über in

Handelt es sich nun um die Lösung des Jacobi'scheu üm-
kehrproblems (1) § 30, so kann man jede der entwickelten Glei-

chungen (14), (16), (19) oder (21) verwenden, indem mau einen Theil

der oberen Grenzpunkte Xi mit unteren Grenzpunkten zusammenfallen

lässt. Die Formel (19) oder (21) hat den Vorzug, dass sie nur Quo-

tienten von ^-Functionen, also nur Elemente enthält, die der ein-

deutigen Transformation gegenüber invariant sind (§ 23). Wir werden

1) Die Formel (19) wurde zuerst von Herrn Weber für p = 3, g == 4

(Theorie der Ab. F. ^ = 3, § 24, 1876) aufgestellt und zur Lösung des Umkehr-
problems verwerthet; später von Herrn Nöther für q = 2p — 2 (Math. Ann.

Bd. 28, S. 367, 1887) und von Herrn Klein für q = Q{2p — 2) (Math. Ann. Bd. 36,

S. 40, 1890) verallgemeinert. Für die obige Herleitung aus allgemeineren Formeln

vgl. H. Stahl, Journ. für Math. Bd. 111, S. 106, 1892. Es ist von Interesse, dass

dieselbe Formel für q = 2p — 2 und für ungrade Charakteristiken /li und v in

der obigen Fassung (21) aber etwas anderer Herleitung bereits von Riemann in

einer Vorlesung Winter 1861/62 (s. Vorwort) entwickelt wurde.
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indess in den folgenden §§ die Gleichung (14) zu Grunde legen, weil

sich an ihr die weitere Discussion des ümkehrproblems in ihren

Grundzügen einfacher und symmetrischer entwickeln lässt, als an der

Gleichung (19) oder (21). Zudem schliesst sich diese Behandlung am
engsten an die Theorie der elliptischen Functionen an.

Setzt man in (13) und (14) x => a und bildet alsdann die Glei-

chung (14) für j) verschiedene Charakteristiken ^^^ . ., ft^ und die-

selbe Charakteristik v, so hat man, in Verbindung mit

(22) Fix,) = 0, . . ., F{x,) = 0,

2p Gleichungen, aus denen sich auf algebraischem Wege die Coordi-

naten der p Punkte x,, . ., Xp als Functionen der Argumente F/, (oder

Vh in (1) § 30) darstellen lassen. Diese Darstellung muss eindeutig

sein, da die Lösung des Umkehrproblems (13) nach X § 28 ein-

deutig ist.

Wir erwähnen noch eine andere Bestimmungsweise ^) der p Punkte

Xi als Functionen der Argumente Ui, aus den Gleichungen (14). Die-

selbe gründet sich auf das Additionstheorem der Thetafunctionen, das

wir, ohne einen Beweis zu geben, voraussetzen. Versteht man unter

Uh und TJh die Werthe (2) und (1) § 30, nachdem in C4 die unteren

Grenzpunkte durch a,^, . ., ap^ ersetzt sind, so sind die p Punkte Xi

in den Gleichungen (1) § 30 gerade die p 0^ Punkte der Function

^((m — ü}, betrachtet als Function von a; (I § 29). Nun gibt

das Additionstheorem der Thetafunctionen Gleichungen der Form

(^•=l, .., 2^):

(23) »iu - U)) M^ + U]) =2^-^,,((£/K.,,((C^))^,, W^x., ((4.
i

in welchen Äi constante Coefficienten und x, A^-, |tt,- zweitheilige Cha-

rakteristiken sind. Bildet man die in die rechte Seite eingehenden

Thetafunctionen mit den Argumenten u aus (5) § 30 (indem man für

ft der Reihe nach ft,- und x^ii setzt, während die Charakteristik v im

Nenner bleibt), so bestimmen sich die p Punkte Xi aus einer Gleichung

der Form (i = 1, . ., 2^):

(24) ^ B, &,, ((
U)) #.,, ((

U)) 1/^tvX^^^^) = 0,

in welcher die Argumente Ui, . ., Up gegebene Grössen sind. Diese

Gleichung lässt sich mit Hilfe von F= rational machen in den

Coordinaten des Punktes x. Denn dividirt man die linke Seite durch

1) Weber, Ab. F. (p == 3) § 26.
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die Wurzelfunction irgend eines Gliedes, so hat man eine in x ratio-

nale Function, die in je 2p Punkten = 0^ und = cx)^ wird. Auf ratio-

nale Form gebracht, stellt (24) eine Curve dar, die F=0 in den p
Punkten Xi und ausserdem in p andern Punkten schneidet. Die letz-

teren sondert man ab, indem man die Gleichung (24) für zwei ver-

schiedene Charakteristiken x bildet; die gemeinsamen Schnittpunkte
dieser beiden Gleichungen mit F = sind die gesuchten Punkte a:,-.

Eine dieser Gleichungen, nämlich die für x = gebildete, ist bereits

rational.

Zur vollständigen Lösung des Umkehrproblems sind noch gewisse
Bestimmungen zu leisten, die bei der Aufteilung der Gleichung (9)
und der aus ihr folgenden Gleichungen (14), (16), (19) oder (21)
vorausgesetzt wurden, nämlich

1) die algebraische Bestimmung der Wurzelfunctionen Yti^lx) und
ihre Zuordnung zu den zweitheiligen Charakteristiken fi (s. § 32);

2) die Aufstellung der Normalintegrale 1. Gattung und die Be-
stimmung der Thetamoduln durch die Klassenmoduhi (s. § 33).

§ 32. Bestimmung der Berühningsftmctionen ^^, . Zuordnung zu
den Thetacharakteristiken ^.

Die erste der Fragen, die nach der Schlussbemerkung von § 31
für das Umkehrproblem noch zu lösen sind, ist eine algebraische-
sie betrifft die Herstellung des den zweitheiligen Charakteristiken ^
entsprechenden System es von Berührungscurven ipu und die Zuordnung
derselben zu den Thetafunctioneu ^^, bei gegebenem Querschnittsystem.
Wir knüpfen zur Lösung dieser Aufgabe') an die Betrachtungen des

§ 29 an. Nach denselben hat man, um die Functionen f^ zu finden,
in dem willkürlich gewählten Punkte a die Tangente an F= zu
ziehen und durch die übrigen w — 2 Schnittpunkte e derselben, sowie
durch die r Doppelpunkte von F alle Curven f vom Grade n — 2
zu legen, die i^ = in p Punkten berühren. Eine Curve des n — 2*^"»

Grades, die durch die r Doppelpunkte d geht, hat nach Satz II § 10
noch n (n — 2) — 2r — i? + 1 oder, da nach (6) § 5 (w - 1) (w - 2)= 2^9 -f 2r ist, noch p-\-n— \ nicht homogene, lineare Coefficienten.
Legt man diese Curve noch durch die n~2 Punkte e, so bleiben
p-\-\ solcher Coefficienten oder die Function ^ lässt sich durch

1) Clebsch u. Gordan, Ab. F. S. 233 u. 266 (1866). H. Stahl, Diss. Berlin
S. 17 ff". (1882).

stahl, Abel'sche Functionen. -in
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p -\- 1 linear unabhängige Functionen derselben Art i^W, ^(^>^ . .^ j/;(^)

darstellen in der Form

(1) ^ = i^(") -f riV'^^^ + ••rp^(^).

Die Functionen ^('^ sind nach § 9 S. 74 rational gebildet in den

Coefficienten von F= und den Coordinaten des Punktes a. Die

Coefficienten r^, . ., rp heissen das Coefficientensystem von ifj^

bezogen auf ifj^^ ilf\ . ., ^(^). Dasselbe ist so zu bestimmen, dass

die 2p Schnittpunkte der Curve ^ = mit F= paarweise zu-

sammenfallen. Hierzu bilde man die drei Gleichungen

(2) ^ = 0,^F=0, ^ + Ag = 0,

wo die letzte Gleichung ein beliebiges Strahlenbüschel mit dem
Parameter A vorstellt und unterwerfe dieselben drei Eliminations-

processen.

Erstens eliminire man die Coordinaten des variabeln Punktes x.

Dies gibt eine Gleichung in X, welche die Parameter der nach den

Schnittpunkten von F und f gehenden Strahlen bestimmt. Nach
Absonderung der bekannten, den festen Punkten d und £ entsprechen-

den Factoren ist diese Gleichung vom Grade 2p in A, also von der

Form

(3) A = l'P-{- A.k'p-' -\ h ^2p-iA + A2p = 0,

wo die Coefficienten Ä rationale Functionen der p Grössen r^, . ., Vp

in (1) sind. Da die 2p durch (3) bestimmten Strahlen paarweise

zusammenfallen sollen, so muss ^ die zweite Potenz eines Ausdrucks

2 vom Grade p in A sein von der Form

(4) 2 = XP -\- a^XP-^
-] [- ttp^iX -{- ap.

Diese Bedingung gibt 2p Gleichungen zwischen den Coefficienten

von 2 und A oder 2p Gleichungen, in welche die Coefficienten «,- von

(4) und die Coefficienten n- von (1) rational eingehen. Man eliminire

zweitens aus diesen 2p Gleichungen zwischen «»• und r^ die p
Grössen Ui und erhält dann p Gleichungen, die rational in den r]

sind. Zu diesen p Gleichungen füge man der Symmetrie halber die

Gleichung

(5) r = y^r^ -\ \- ypTp,

hinzu, wo die yi beliebige Zahlenwerthe sind und eliminire

drittens die p Grössen rj-; dann bleibt eine einzige Gleichung

in r übrig

(6) B = 0,
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deren Coefficienten rational gebildet sind in den Coefficienten von
F= und in den Coordinaten des Punktes a.

Die Bestimmung des Systems der Berührungsfunctionen ^„ hängt

nun lediglich von der Lösung der Gleichung B = (6) ab. Denn
geht man den beschriebenen Weg zurück, so ergibt sich Folgendes:

1) Jeder Wurzel r^^ von R = entspricht eindeutig eine Berüh-

rungsfunction ^|;^. Da es 2^p solcher Functionen gibt (S. 239),

so ist die Gleichung E = vom Grade 2^p in r.

In der That drückt sich im Laufe der dritten Elimination

das Coefficientensystem rj"), . ., r^^'^ von ^„ rational durch die

zugehörige Wurzel r^") von R = aus.

Man sieht zugleich, dass sich r^^') stets auf mamiigfache

Weise rational und symmetrisch durch das zugehörige Coeffi-

cientensystem if>, . .,
><") von ip/^ darstellen lässt.

2) Jeder Wurzel r(^'> von R = oder jeder Berührungscurve ^«
entspricht femer eindeutig eine Gleichung H^ = vom Grade

p in A.

Denn im Laufe der zweiten Elimination stellen sich die p
Coefficienten d/"^ von 2^, = rational dar durch die p Grössen

>(/'>, . ., rj;"), also auch rational durch die eine Wurzel r(").

Hieraus folgt, dass auch die rationalen und symmetrischen

Functionen der p Wurzeln kf\ . ., A(''> von % = rationale

Functionen von r^-") sind.

3) Jeder der p Wurzeln k[f'\ . ., AJ') von Qu = endlich entspricht

eindeutig einer der p Berührungspunkte a[^\ . .,
«(") der

Curve T^„.

Denn im Laufe der ersten Elimination ergeben sich die

Coordinaten eines solchen Berührungspunktes «(•"' als rationale

Functionen des zugehörigen Parameters AJ^') und der p Coeffi-

cienten yj"), .., r^") von
i/f, oder auch nach 1) als rationale

Functionen von A^"> und der Wurzel r^^'\ Es stellen sich also

die rationalen und symmetrischen Functionen der Coordinaten

der p Berührungspunkte a'f\ . .,
«(") der Curve fu rational durch

die Wurzel r^^ und durch die rationalen und symmetrischen Func-

tionen der p Wurzeln Aj"), . ., Aj;"> oder nach 2) auch rational

durch die Wurzel r("> allein dar.

Umgekehrt lässt sich auf unendlich viele Arten jede ratio-

nale Function von r^\ wie oben durch das zugehörige Coeffi-

cientensystem r[^'\ . ., rj'), so auch durch die Coordinaten der p
Berührungspunkte a[''\ . ., aO'> der Curve % rational und sym-

17*
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metrisch darstellen. Wir drücken dies, indem wir eine rationale

Function durch fr, eine rationale und symmetrische Function

durch frs bezeichnen, aus durch die Gleichungen:

\frs («5"), . ., a^^>) = fr {r^'i)
;

>(A<) = Frs {rf\ . ., H")) = ^rs {df, . ., a(^))

Für die Bildung des ümkehrproblems ist die Kenntniss der ein-

zelnen Berührungspunkte einer Curve il)^ und folglich auch die Lösung

der Gleichung S^ = nicht nöthig; es handelt sich dort nur um
rationale und symmetrische Functionen dieser Berührungspunkte,

Diese Betrachtungen erhalten eine schärfere Fassung, weim man
die Fälle unterscheidet, wo die zweitheilige Charakteristik ft gerade

oder ungrade ist. Es wurde in § 29 gezeigt, dass die einer ungraden

Charakteristik v entsprechende Function ^^ {x) von der Form

{(xx) tpv{x)= ist, wo (ax)=0 die Gleichung der Tangente im Punkte

u und cpv(x) = eine von a ganz unabhängige, der ungraden Cha-

rakteristik V zugeordnete, adjungirte Curve vom n — 3*^"* Grade ist, die

F'^O in p— 1 Punkten a^^\ . ., a^*'^^ berührt. Hieraus folgt, dass die

Gleichung JB = vom Grade 2^p in r in zwei Gleichungen zer-

fallen muss.

Die erste Gleichung i?j^ = ist entsprechend der Zahl der

geraden Charakteristiken (S. 239) vom Grade 2^-^ (2^ + 1) in ** und

gibt die den geraden Charakteristiken ^ zugeordneten Functionen ip^
;

ihre Coefficienten enthalten rational die Coordinaten des Punktes a.

Für die Gleichung 11^ = gelten ohne Aenderung die obigen Be-

trachtungen-, man hat demnach den Satz:

(la) Die algebraische Bestimmung des Systems der Be-

rührungsfunctionen t^^, die den geraden, zweitheiligen

Charakteristiken ^ entsprechen, hängt ab von der Lösung
der Gleichung jB^ = vom Grade 2*-^ (2^ -f 1) in r, deren

Coefficienten rational gebildet sind in den Coefficienten

der Gleichung F=0 und den Coordinaten des Punktes a.

Durch je eine Wurzel r^'"^ dieser Gleichung drücken sich

rational aus:

1) Die Coefficienten r^\ . ., r^f'^ der zugehörigen Berüh-
rungsfunction ^^,

2) die rationalen und symmetrischen Functionen der p
Berührungspunkte a[f'\ , ., cc^J'^ der Curve tl;^,.

In diese Darstellungen gehen die Coefficienten von
F '== und ausserdem die Coordinaten des Punktes a in

rationaler Weise ein.
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Die zweite Gleichung B^ = ist, eiitsprechend der ZaM der

ungraden Charakteristiken (S. 239), vom Grade 2^-» (2^ — 1) in r

und liefert die den ungraden Charakteristiken v zugeordneten Func-

tionen (f^.
Die Coefficieuten von B^ = sind unabhängig von den

Coordinaten des Punktes a.

Um das System der Berührungscurven 90» direct zu erhalten, hat

man nur die Gleichung (1) zu ersetzen durch

tp = (pW + r, cpW -I
1- r^_i 9,(^-1), (8)

wo die 9)('^ p linear unabhängige, adjungirte Functionen vom n— S*^""

Grade vorstellen, deren Coefficieuten nach § 9 rational in den Coef-

ficieuten von F gebildet sind. Dann erhält man durch dieselbe Be-

handlung wie oben statt A = ö eine Gleichung J^ = ^ "^om Grade

2_p — 2 in X oder statt S = eine Gleichung ^2 = vom Grade

p — 1 in A. Setzt man endlich statt (5) r = y^rj + • • + yp-iTp^i,

so ergibt sich durch Elimination der r,- die Gleichung B^ = in r

vom Grade 2^-^ (2^ — 1). Jeder Wurzel r('') dieser Gleichung ent-

spricht eindeutig eine Berührungsfunction cp, mit den Berührungs-

punkten a^"), . ., «^"ij. Dabei ist

yC) = Frs {r(^\ . ., r^^l^) = <^rs {a^, . ., a^li) )

Für die Gleichung JRg = gilt daher der Satz:

(Ib) Die algebraische Bestimmung des Systems der Berüh-

rungsfunctionen qo,, die den ungraden Charakteristiken v

entsprechen, hängt ab von der Lösung einer Gleichung

B^ = () vom Grade 2^-^ (2^ — 1) in r, deren Coefficieuten

rational gebildet sind in den Coefficieuten von F= 0.

Durch je eine Wurzel r^") dieser Gleichung drücken sich

rational aus:

1) Die Coefficieuten r^, . ., rj;!^ der zugehörigen Berüh-

rungsfunction (pv,

2) die rationalen und symmetrischen Functionen der

p — l Berührungspunkte aj"), . ., a^p_^ der Curve (pv.

In diese Darstellungen gehen nur noch die Coeffi-

cieuten von i^=0 in rationaler Weise ein.

Aus den vorstehenden Sätzen zieht man Folgerungen über die

Abhängigkeit der Wurzeln r^^^ der Gleichung B = von ein-

ander und über die Beziehungen der zugehörigen Wurzel-

functionen "|/t^^ zu einander^).

1) H. Stahl, 1. c. S. 20.



262 Sechster Abschnitt. [§ 32.

Es seien, wie in § 30,

(10) i[*o, fti, . ., ft2;.+i eine gerade Anzahl von Charakteristiken,

(11) r^f°\ r^'"^\ .,, r(^'^^+i) die entsprechenden Wurzehi von R = 0,

(12) ^^t„, ^^j, . ., ^^2/+i ^^® entsprechenden Functionen f^,,

(13) r^'""), H'"i', .
.

, r^'*^''+^) die Coefficientensysteme derselben,

(14) a^o, a^.'i, . ., a''^^+^ die Systeme von Berührungspunkten derselben.

Setzt man voraus, dass die Summe der Charakteristiken (10)

congruent sei, also

(15) itiof*! /*2^+i = (mod 2) (A > 0)

und betrachtet demgemäss die 2A + 1 ersten Charakteristiken (10)

als unabhängig, die letzte }i2?.+i als abhängig, ebenso in (11) bis (14)

die letzten Werthsysteme r"^'-+^, ^f<2H+v rf'^^+^\ aj'^^+i als ab-

hängige, die andern als unabhängige Elemente und berücksichtigt

man, dass nach (17) § 30 das Product der zu den Functionen (12)

gehörigen Wurzelfunctionen eine ganze, rationale Function der Coor-

dinaten von x ist, nämlich

(16) Vi^^^t,, .... t,n+i = P (^. «'% • •;
«"''),

so ergibt sich Folgendes:

Nach (16) ist jede rationale und symmetrische Function der

Coordinaten der p Punkte a^^^+^, . .,
«"2'*+^ des letzten Punktsystems

in (14) eine rationale Function der Coefficienten in P oder auch eine

rationale mid symmetrische Function der Coordinaten eines jeden der

2/1-1-1 ersten Punktsysteme in (14). Nach den Gleichungen (7) ist

also die letzte Wurzel /''2/+1)
^jj ^^^-j^^ g^j^g rationale und symme-

trische Function der übrigen 2A -j- 1 Wurzeln ri^'i) und die p Coeffi-

cienten y(''2^-+i)
(i = 1, ..,p) der letzten Function

^^gz-f-i
^^^^

rationale und symmetrische Functionen eines jeden der Coefficienten-

systeme r^.^ , .., rf^''-^ der Functionen z^„^, .., tfi2x- Trennt man

wieder die Fälle, wo die Charakteristiken (10) gerade oder ungrade

sind, so folgen die Sätze:

(IIa) Hat man eine gerade Anzahl 2X -\- 2 von geraden Cha-
rakteristiken (10), deren Summe ^0 ist (mod 2), so drückt

sich jede der zugehörigen Wurzeln r^''»^, .., r('"2^+0 der

Gleichung R^ = rational und symmetrisch durch die

2A -f- 1 übrigen Wurzeln aus und das Coefficientensystem



§ 32. Bestimmg. d. Beriilirungsfunction. i/>^^. Zuordng. zu d, Thetacharakterist. ja. 263

jeder der zugehörigen Functionen ^^,„, . ., ^^22+1 rational

und symmetrisch durch die Coefficientensysteme der

2;i -j- 1 übrigen z/^- Functionen. In diese Darstellungen

o-ehen die Coefficienten von F=0 und ausserdem die Co-

ordinaten des Punktes cc in rationaler Weise ein.

(IIb) Hat man eine gerade Anzahl 2A -|- 2 von ungraden

Charakteristiken, deren Summe ^0 ist (mod 2), so drückt

sich jede der zugehörigen Wurzeln von B^ = rational

und symmetrisch durch die übrigen 2>l + 1 Wurzeln aus

und das Coefficientensystem jeder der zugehörigen Func-

tionen 9 rational und symmetrisch durch die Coefficien-

tensysteme der 2A + 1 übrigen Functionen cp. In diese

Darstellungen gehen nur noch die Coefficienten voni^=0
in rationaler Weise ein.

Diese Sätze enthalten alle möglichen, rationalen Beziehungen

zwischen den Wurzeln von Ej = (oder B^ = 0) und ebenso zw^ischen

den Coefficientensystemen der Berührungsfunctionen f (oder cp). Da

A > (15), so lässt sich niedrigsten Falles eine Wurzel von E^ ==

(oder B2 = 0) rational durch drei andere und das Coefficientensystem

einer tp- (oder 9?-) Function durch die Coefficientensysteme von drei

anderen 1^- (oder (p-) Functionen ausdrücken.

Für die vorstehenden Sätze ist vresentlich, dass die Summe einer

geraden Anzahl von Charakteristiken (10) congruent ist (mod 2),

dass sich also eine dieser Charakteristiken als Summe einer ungra-

den Anzahl von anderen Charakteristiken darstellt oder, wie man

auch sagt, dass sich eine dieser Charakteristiken als wesentliche

Combination von andern Charakteristiken darstellt. Besondere Be-

deutung gewimien daher diese Sätze, wemi man solche Systeme von

Charakteristiken betrachtet, die die Eigenschaft haben, dass sich jede

weitere Charakteristik aus ihnen als wesentliche Combination oder

durch eine ungrade Ajizahl zusammensetzt. Solche Systeme bestehen

aus 2p -\- 2 Charakteristiken und heissen allgemeine Fundamental-

systeme. Wir kommen auf sie im Abschnitt VIII § 41 ausführ-

licher zurück und führen hier nur das Wichtigste über sie an. Setzt

man, wenn (i, v, q, . . beliebige, zweitheilige Charakteristiken sind

(die Congruenzen im Folgenden sind stets (mod 2) zu nehmen):

!

fi
1

=^ Hifii', \ii,v\=^{[iiVi'±_ Vifii'),

i i

\lL, V, q\ = \V, q\-\-\q, H\ -\- \{l, V\ = \il\ -\- \v\ -\- \q\ -]- \ilVQ'^,\

(17)
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so heisst ein System von 2p -\- 2 Charakteristiken

ein allgemeines Fundamentalsystem, wenn zwischen je drei derselben
die Relation besteht:

(19) \^i, fik, (ii\ = l oder jft,.| -f |^^| -|- |^^| -j_ |^,.^;tft^|
= 1.

Die Charakteristiken (18) sind nicht unabhängig; es bestehen zwischen
ihnen zwei lineare Relationen, die von der Form sind

so dass auch

(21) ^oftj . . . {i2p+i = 0.

Die Zahl der möglichen Fundamentalsysteme ist endlich. Ein Pun-
damentalsystem kann nur ausnahmsweise (für bestimmte Werthe
von p) aus lauter geraden oder lauter ungraden Charakteristiken be-
stehen. Die Zahl s der in ihm enthaltenen, ungraden Charakteristiken

ist nämlich an die Bedingung gebunden:

(22) s=p (mod 4),

so dass es z. B. stets Fundamentalsysteme von p ungraden und p~\-2
geraden Charakteristiken gibt.

Es lassen sich nun sämmtliche Charakteristiken nach einem ein-

fachen Gesetz durch die Charakteristiken eines Fundamentalsystems
darstellen in der Art, dass man den geraden oder ungraden Charakter
einer jeden Charakteristik sofort erkennen kann. Solche Darstellungen

heissen kanonisch. Bezeichnet man nämlich die Summe der s un-
graden oder die Summe der 2p -j- 2 — s geraden unter den Charak-
teristiken (18) mit K und die Summe von i der Charakteristiken (18)

mit ^ fi, so stellen sich die sämmtlichen Charakteristiken dar durch
kanonische Formen, nämlich die

2p-i(2P—l) ungraden Charakteristiken durch K -{- ^ ^,

2P -1 (2^ + 1) geraden „ „ K +'^3V
wo () = 0, +1, +2, ... Diese Formen sind nach (22) sämmt-
lich wesentliche Combinationen der Charakteristiken (18). Die Cha-
rakteristik ist ebenfalls in (20) durch eine solche Combination dar-

gestellt.

(23)
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Um diese Bemerkungen auf unsere Frage anzuwenden^ nennen
wir das dem Fundamentalsystem (18) von Charakteristiken
entsprechende System von Wurzeln der Gleichung B =

ein Fundamentalsystem von Wurzeln der Gleichung 11 = 0.

Dabei entspricht jeder geraden Charakteristik eine Wurzel von jR^ = 0,

jeder ungraden eine Wurzel von B2 = 0. Wir nennen ferner das

dem Fundamentalsystem (18) entsprechende System von Berührungs-

functionen ^
^//o, t^n, '> ^M2p+1 (25)

ein Fundamentalsystem von ^-Functionen. Dabei entspricht

jeder geraden Charakteristik eine eigentliche Function ip(x), jeder

ungraden eine zerfallende Function (ax) (p (x).

Es gibt ebensoviele Fundamentalsysteme von Wurzeln der Glei-

chung R = und Fundamentalsysteme von ^-Functionen, wie Fun-

damentalsysteme von Charakteristiken. Wie jede weitere Charakte-

ristik ^ sich nach (23) aus einer ungraden Anzahl von bestimmten

Charakteristiken des Systems (18) zusammensetzt, so gehört zu jeder

weiteren Wurzel r von E = eine ungrade Anzahl von bestimmten

Wurzeln des Systems (24) und zu jeder weiteren Function xl) eine un-

grade Anzahl von bestimmten Functionen des Systems (25). Nach
(IIa) und (IIb) gilt der Satz:

(III) Ein Fundamentalsystem von 2p + 2 Wurzeln von R=
hat die Eigenschaft, dass sich durch sie alle übrigen
Wurzeln von R = rational ausdrücken, und ein Funda-
mentalsystem von 2p -\- 2 Functionen tjj hat die Eigen-
schaft, dass sich durch ihre Coefficieutensysteme die

Coefficientensysteme alle übrigen Functionen ip rational

darstellen.

Dieser Satz legt die Frage nahe, ob sich die Fundamentalsysteme

der Wurzeln von R = oder die Fundamentalsysteme der i^- Func-

tionen nicht rein algebraisch und unabhängig von den Fundamen-
talsystemen der Charakteristiken definiren lassen. Um dies zu prüfen,

gehen wir auf die Gleichungen (19) zurück. Nach ihnen ist ein

Fundamentalsystem von Charakteristiken definirt als ein System von

2p -f- 2 Charakteristiken von der Beschaffenheit, dass sich unter je

dreien derselben und ihrer Summe, also unter den vier Charakte-

ristiken (li, ^k, i^i, fiifikfJi'i entweder eine ungrade und drei gerade

oder drei ungrade und eine gerade Charakteristik befinden.
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Nun drückt sich nach (III) die zur Charakteristik ^ifikfii gehörige

Wurzel von E = rational durch die zu den Charakteristiken (li, Hk, i^i

gehörigen Wurzeln aus. Daher folgt für ein Fundamentalsystem von

Wurzeln der Gleichung R = der Satz:

(IV) Fügt man zu drei beliebigen Wurzeln eines Funda-

mentalsystems diejenige, nicht dem System angehörige,

vierte Wurzel von R = 0, die sich durch die drei ersten

rational ausdrückt, hinzu, so gehören von diesen vier

Wurzeln entweder eine zu R.2 = ^ ^^^ drei zu jR^ = oder

drei zu B^ = und eine zu B^ = 0.

Man hat femer für die i^- Functionen nach (17) § 30 die Gleichung

(26) Vrh^rh^^ = P (^. «f
*' «^'

«f'^)^

wo die rationale Function P vom Grade 2{n — 2) in x ist. Hieraus

folgt für ein Fundamentalsystem von t^-Functionen der Satz:

(V) Fügt man zu drei beliebigen ^//-Functionen eines Fun-

damentalsystems diejenige, nicht dem System angehörige,

vierte t/'-Function, die mit den drei ersten multiplicirt

das Quadrat einer rationalen Function P von dem Grade

2(n — 2) gibt, hinzu, so befinden sich unter diesen vier

^-Functionen entweder eine oder drei eigentliche und

drei oder eine zerfallende T/;-Functionen.

Man kann diese Eigenschaft der Fundamentalsysteme auch auf

die Berührungspunkte der ^-Functionen übertragen. Unter den vier

Charakteristiken ,a,:, ^i, (ii, (lifik^i befinden sich stets entweder eine

oder drei ungrade. Ist eine ungrade, so bleibt P in (26) vom Grade

2w— 4; sind drei ungrade, so reducirt sich, in Folge des Ausscheidens

von (ax) in (26), P auf den Grad 2m — 5. Ebenso würde sich der

Grad von P beim Auftreten von zwei ungraden unter den vier Cha-

rakteristiken auf 2n — 6, von vier ungraden auf 2n — 6 reduciren.

Die beiden letzten Fälle aber treten nicht ein. Daher folgt für die

Berührungspunkte der ^-Functionen eines Fundamentalsystems der

Satz:

(VI) Die Berührungspunkte von je drei ^-Functionen eines

Fundamentalsystems können nicht auf einer Curve vom

Grade 2w — 5 liegen, wenn unter diesen ^-Functionen zwei

sind, die geraden Charakteristiken entsprechen, und sie

können nicht auf einer Curve vom Grade 2n — Q liegen,

wenn unter den ^-Functionen zwei sind, die ungraden

Charakteristiken entsprechen.
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Um nun die oben aufgeworfene Frage nach einer rein algebrai-

schen Definition eines Fundamentalsystems von Wurzeln der Gleichung
R = oder eines Fundamentalsystems von i/;- Functionen zu beant-

worten, wäre mit Hilfe der zwischen den Wurzelfunctionen |/^„ und j/^
bestehenden Relationen (9) § 30 zu untersuchen, ob die in den Sätzen
(IV) und (V) angegebenen, nothwendigen Eigenschaften zur Definition

solcher Fundamentalsysteme auch hinreichend sind. Diese Unter-
suchung für allgemeines p durchzuführen, bietet grosse, algebraische

Schwierigkeiten. Wenn aber die Antwort, wie dies für p = S der

Fall ist, bejahend ausfällt, so lässt sich noch eine weitere wichtige
Frage, nämlich die nach der Zuordnung der Berührungsfunction ^^,

zu den Charakteristiken fi, auf eine einfachere Art wie früher beant-

worten. Wir haben in § 30 S. 243 gesehen, wie sich bei gegebenem,
kanonischen Quersclmittsystem die 2^p Berührungsfunctionen ^^ auf
algebraischem Wege den 2^^ Thetacharakteristiken a eindeutig zu-

ordnen lassen. Diese Zuordnung ändert sich, sobald man für das
ursprüngliche, kanonische Querschnittsystem ein anderes substituirt.

Es zeigt sich nun (worauf wir im Abschnitt VIII näher eingehen),

dass bei einer solchen Substitution nicht blos der gerade oder ungrade
Charakter einer Thetacharakteristik erhalten bleibt, sondern dass auch
jedes Fundamentalsystem von Thetacharakteristiken und folglich auch
jedes Fundamentalsystem der Wurzeln von R= und jedes Fundamen-
talsystem von t^-Functionen in ein anderes Fundamentalsystem derselben
Grössen übergeht und dass umgekehrt zu jeder Ueberführung eines

Fundamentalsystems der genannten Elemente in ein anderes eine ent-

sprechende Substitution von einem kanonischen Querschnittsystem
durch ein anderes existirt. Hieraus folgt der Satz:

(VII) Man kann bei der Lösung des Umkehrproblems von
vornherein einem beliebigen Fundamentalsystem von
Thetacharakteristiken ,a (18), definirt durch die Rela-
tionen (19), ein beliebiges Fundamentalsystem von Be-
rührungsfunctionen ^^, zuordnen, definirt durch die in
Satz V ausgesprochene, rein algebraische Eigenschaft
(vorausgesetzt, dass diese als hinreichend zur Definition
eines Fundamentalsystems von Berührungsfunctionen ^^,
erkannt ist). Für eine jede solche Zuordnung kann man
nachträglich das entsprechende, kanonische Querschnitt-
system angeben.

Die letzte Betrachtung setzt uns in den Stand, der Lösung des
Umkehrproblems oder dem Satze II § 31 eine andere Form zu geben.
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Sei wieder (18) ein Fundamentalsystem von Charakteristiken, (24) das

zugehörige Fundamentalsystem von Wurzeln von R = und (25) das

zugehörige Fundamentalsystem von t^- Functionen. Man kann offenbar

alle Charakteristiken als wesentliche Combinationen der 2p-\-l ersten

Charakteristiken (18) allein, nämlich

(27) (if,, ^1, . ., [i2p

darstellen, indem man in den Formen (23) ii2p+i nach (20) durch

(12;l+i • ' (Ji'2p, also durch eine gerade Zahl von Charakteristiken

ersetzt, während ^2p+i selber sich nach (21) durch die Summe der

Charakteristiken (27) darstellt. Demgemäss drücken sich alle Wurzeln

von R = rational durch die 2jp + 1 ersten Wurzeln (24) und die

Coefficientensysteme aller ^-Functionen rational durch die der 2p -\-

1

ersten Functionen (25) aus.

Nun waren in (1) alle Bertthrungsfunctionen ^^ dargestellt durch

p -\- 1 linear unabhängige, adjungirte Functionen 4)^^\ ^^^^, . ., ^^^^ vom
Grade n — 2 , die rational in den Coefficienten von F =^ und den

Coordinaten des Punktes a gebildet sind. Hiernach hat man die den

2p -\- 1 Charakteristiken (27) entsprechenden Bertthrungsfunctionen

ip/u in der Form (i = 0, 1, . ., 2p):

(28) ^^ .
= t^(") + r[^'i'^ ip^^^ + • • + r^'^ ¥^\

wo das Coefficientensystem r^^'i\ . ., H"«^ sich nach (la) rational aus-

drückt in den Coefficienten von F = 0, in den Coordinaten des

Punktes a und in der zur Charakteristik /*,• gehörigen Wurzel ri^'i)

der Gleichung R == 0, deren Coefficienten ebenfalls die Coefficienten

von F und die Coordinaten von a rational enthalten. Eliminirt man

aus den 2p -{- 1 Gleichungen (28) die Functionen ^^^\ il)^^\ . ., i{)^p\

so erhält man p Gleichungen von der Form (m == 1, .
., p):

(29) t^,J,_^m = *'«"' ^/"o H h ^P^n i^Mp

Bezieht man ebenso alle übrigen Functionen des Berührungs-

systemes ^^ auf die p -\- 1 Functionen i^^„, . ., t^Up, so drücken sich

die Coefficientensysteme und ebenso die rationalen und symmetrischen

Functionen der Coordinaten der Berührungspunkte einer jeden solchen

Function ipfi rational durch die p{p -\- 1) Coefficienten r,« in (29)

aus. Dies angewandt auf die Gleichung (14), § 31, gibt folgende

Ergänzung des Satzes 11 § 31:

(Vni) In der Lösung (14) § 31 des Umkehrproblems lassen

sich die auf der rechten Seite auftretenden Functionen

ausdrücken durch die p -\- 1 Functionen ^^,„, ip^^, . ., tfi^
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ferner alle dabei auftretenden Coefficientensysteme und
ebenso die rationalen und symmetrischen Functionen der

Berührungspunkte jeder ^-Curve rational darstellen durch

die Coefficienten von F=0, die Coordinaten des Punktes
a und die p{p -\- 1) Coefficienten, welche die linearen Re-

lationen (29) zwischen 2p -f- 1 t/;-Functionen eines Funda-
mentalsystems vermitteln.

Legt man statt der Gleichung (14) § 31 die Gleichung (19) oder

(21) § 31 der Lösung des ümkehrproblems zu Grunde, so hat man,

statt mit den allgemeinen t/;- Functionen, nur mit den von a ganz

unabhängigen, für eindeutige Transformation invarianten qo- Functionen

zu operiren und wird dem entsprechend zu den Charakteristiken (27)

möglichst viel ungrade nehmen. Nun gibt es nach (22) nur für

bestimmte Werthe von p Fundamentalsysteme, die 2p -\- 1 ungrade

Charakteristiken enthalten. Wohl aber lassen sich für alle Werthe

von p mit Hilfe der Fundamentalsysteme andere Systeme von 2p -j- 1

ungraden Charakteristiken bilden, deren wesentliche Combinationen

sämmtliche Charakteristiken ergeben. Ihnen entsprechen solche Systeme

von 2p -\- 1 Functionen 9p, durch deren Coefficientensysteme sich die

Coefficientensysteme aller übrigen 9 -Functionen rational ausdrücken.

Es würde sich dann noch um die Frage handeln, ob die Gleichung

F= durch ein solches System von 2p -\- 1 Functionen g) eindeutig

bestimmt ist und ob sich die Coefficienten von jP= ebenfalls

rational durch die p(p -j- 1) Coefficienten, welche die linearen Rela-

tionen zwischen solchen 2p -j- 1 qo-Functionen vermitteln, ausdrücken

lassen, ob man also diese p{p -{- 1) Coefficienten allein als das System

der Klassenmoduln ansehen kann. Auch diese Untersuchung, die an

die Relationen (10) § 30 zwischen den Wurzelfunctionen Ytpy anzu-

schliessen hat, ist bis jetzt nur für ^ == 3 durchgeführt und die Ant-

wort bejahend.

Wir gehen auf die Behandlung des Falles j9= 3 etwas näher ein.

Für p = 3 ist F{x) = eine Curve 4. Grades ohne singulare

Punkte (n = 4; r = 0); die Zahl der Klassenmoduln (§ 22) ist

3p — 3 = 6. Die den ungraden Charakteristiken v entsprechenden

Berührungscurven (fy {x) = (§ 29) sind vom Grade « — 3 = 1; sie

berühren F=0 injp— 1= 2 Punkten; ihre Zahl ist 2^-1(2?— 1)= 28.

Es sind dies die 28 Doppeltangenten der Curve 4. Ordnung. Für

p = 3 kann ein Fundamentalsystem nach (22) d. § 2^ -f- 1 = '^ un-

grade Charakteristiken v^, . ., v^ enthalten, deren Summe ^E ist.

Ihnen entsprechen 7 unter den 28 Doppeltangenten von der Art, dass

niemals die Berührungspmikte von dreien derselben auf einem Kegel-
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schnitt liegen (Satz VI). Umgekehrt lässt sich zeigen, dass durch

7 solcher Doppeltangenten die Curve F= eindeutig bestimmt ist.

Drückt man die 4 letzten Doppeltangenten des Fundamentalsystems

durch die 3 ersten aus, so hat man die (29) entsprechenden Glei-

chungen (m = 1, . ., 4)

:

mit p{p -\- 1)= 12 Coefficienten. Von diesen kann man die drei

letzten »-j^, r^^, r^^ gleich 1 setzen. Zwischen den übrigen 9 Coeffi-

cienten bestehen, wie die Gleichungen (10) § 30, deren jede für ^ = 3

die Gleichung jF'= ersetzen kann, zeigen, drei algebraische Rela-

tionen. Die 6 unabhängigen Coefficienten sind die oben erwähnten

6 Klassenmoduln. Durch die 3 Functionen (pv,, (pv^, (fv, lassen sich

nun sämmtliche 28 Doppeltangenten qoy linear ausdrücken; die Coeffi-

cienten in dieser Darstellung sind rationale Functionen der 9 Coeffi-

cienten Tirn oder algebraische Functionen der 6 Klassenmoduln. Zur

Losung des Umkehrproblems hat man die zugehörigen Wurzelfunc-

tionen j/^?,, in die Gleichungen (19) oder (21) § 31 einzuführen und

die Constante 0,,^ in der früher angegebenen Weise zu bestimmen.

Die Litteratur, die sich auf diese Behandlung des Falles p = 3

bezieht, ist im Wesentlichen folgende. Die Gruppirung der 28 Doppel-

tangenten der Curve 4. Ordnung ist zuerst untersucht von Hesse, Journ.

für Math. Bd. 49, S. 243 u. 273 (1853) und von Steiner (ibid. S. 265).

Riemann (Ges. W. S. 459 ff.) hat durch Zuordnung der 28 Doppeltan-

genten zu den 28 ungraden Thetacharakteristiken die Uebersicht über

ihre Gruppirung erleichtert und die Gleichungen der 28 Doppeltan-

genten oder die linearen Relationen zwischen den Berührungsfunctioneu

g)v in einfacher Form aufgestellt. Herr Weber (Ab. Funct. p = 3

S. 85 ff.) vereinfacht die Herleitung noch weiter mit Hilfe der Fun-

damentalsysteme von 7 Charakteristiken, deren Summe eee ist (dort

„vollständige" Systeme genannt) und gibt (1. c. S. 153 ff.) die Ein-

führung der Wurzelfunctionen j/g?,. in die Gleichung (19) § 31 mit

den zugehörigen Constantenbestimmungen. Herr Schottky (Abriss

einer Theorie der Ab. F. von 3 Variabein, Leipzig 1880) entwickelt

die Relationen zwischen den Functionen "j/gj, und die Lösung des

Umkehrproblems unmittelbar aus dem Additionstheorem der Theta-

functionen.

§ 33. Die Normalintegrale 1. G-attung und die Thetamoduln.

Die zweite Frage, die nach der Schlussbemerkung von § 31 für

das Umkehrproblem zu erledigen ist, betrifft die Bestimmung ge-

wisser transcendenter Elemente, nämlich der p Normalintegrale
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1. Gattung u/, und der Thetamoduln a^., die bei der Aufstellung der
Formeln in § 31 als gegeben vorausgesetzt wurden. Zur Bestimmung
dieser beiden Elemente hätte man, wie in § 15 angegeben wurde, p
beliebige, linear unabhängige Integrale 1. Gattung v^, . ., Vp zu bilden,

die Periodicitätsmoduln A,„„ und 5„,„ von v„ an den Querschnitten
a,„ und h,n durch bestimmte, zwischen den Verzweiguugspunkteu ver-

laufende Integrale auszudrücken und durch lineare Combination der v

p neue Integrale w^, . ., Up herzuleiten, von denen ii,, an den Quer-
schnitten Gk die Periodicitätsmoduln 0, nur an a/, den Modul jti hat.

Die Integrale U/, sind alsdann die Normalintegrale 1. Gattung und ihre

Periodicitätsmoduln au, an den Querschnitten bk die Thetamoduln (§ 27
S. 218). Diese Operationen lassen sich in der That bei den hyper-
elliptischen und ähnlichen, explicite gegebenen Integralen in der an-

gegebenen Weise vollständig durchführen i). Im allgemeinen Falle aber
wird man dieselben durch andere zu ersetzen suchen-).

Wir ziehen zunächst einige Folgerungen aus der Gleichung (5)

§ 30, nämlich

^.(^i. •^%)~ '' V %{^)' ^^^

indem wir a; = a setzen. Wir unterscheiden hierbei nach dem Cha-
rakter von ^ und v drei Fälle und ersetzen jedesmal die Gleichung

(1) durch Zufügung gewisser Constanteu durch eine andere Gleichung,
wobei sich nur die Bedeutung der Constanten c^y ändert; wir schrei-

ben daher e^v statt c^, »..

1. Fall, ft und v sind beide gerade Charakteristiken.
Wir schreiben die Gleichung (1) in der Form

Die Substitution x= a ergibt, wenn zur Abkürzung '9'^(0,..,0)= #^
gesetzt wird,

2. Fall. ^ und v sind beide ungrade Charakteristiken.
Dann ist ^^, {x) = {ax) cp^, (x) und f, (x) = (ax) tp, (x); femer a^' = a
und «; = a (§ 29). Wir schreiben an Stelle von (1)

1) Vgl. z. B. Prym, Theorie der Functionen in einer zweiblättr. Fläche
Zürich 1866. S. 5 tf

.
Thomae, Ueber eine specielle Klasse Abel'scher Functionen

Halle 1877. S. 11 ff.

2) H. Stahl, Dis3. Berlin. 1882. S. 30 ff.
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(4)
^,.(%

A^9.. (u
_ 1 /y» (^) y„ (^)

Hier ist e^,^ wie von x so auch von a unabhängig, weil die Function

der linken wie der rechten Seite für x und a symmetrisch ist und

cpfi und (fv unabhängig von a sind. Setzt man x = a, so nimmt die

linke Seite die Form 0:0 an. Man hat also Zähler und Nenner ein-

zeln nach X zu differenziren und dann a; == a zu setzen. Mit Hilfe

der Bezeichnung {i = 1, . ., p):

(5)

'd»^^(u,, . ., u^y

du- ?/j= 0,- ,?/ =0
-Ö-C')

und mit Rücksicht auf die aus (10) § 15 hervorgehenden Gleichungen

(6)

erhält man

0)

dx F'y' dx F'y

i

'fl V
y^, («)

Da a ein ganz beliebiger Punkt der Curve F=0 und e„v un-

abhängig von a ist, so muss die Gleichung (7) für jeden Punkt der

Curve F{x) = eine identische Gleichung sein. Folglich hat man
für jede ungrade Charakteristik v:

(8) (pv{x) ^^«/:(^),

wo üy eine zu der ungraden Charakteristik v gehörige, von a unab-

hängige Constante ist. Durch die Gleichung (8) sind die Functionen

(pv(x) in der § 29 (15) angegebenen Form, jede bis auf einen noch

zu bestimmenden Factor ür, dargestellt. Nach (7) und (8) ist

6^ y Uly . Q/^

.

3. Fall. II ist eine gerade, v eine ungrade Charakte-
ristik. Dann ist i/;„ (a;) = (aic) 9)^ (ic) und a^ = a. Hier muss man
ausser den i^- Functionen noch andere Elemente von F(x) = zu-

ziehen. Wir schreiben an Stelle von (1)

ö^) y <Py (^) 9>r («)
(9)

».. (%

""p) YCc

Setzt man x = a, so verschwinden d-y(ui, . ., Up) und Y^ax)

,

jedes in 1. Ordnung. Es handelt sich also um die Werthbestimmung

des Quotienten dieser zwei Functionen, wozu eine Entwicklung von
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F(x) = oder F(x, y) = in der Nähe des Punktes a nöthig ist.

Dieselbe lautet, wenn man die Coordinaten von a durch (a, ß) be-

zeichnet und der Einfachheit halber {a, ß) als einen regulären Punkt
der Fläche T voraussetzt:

F(x, y) = {x- a) F'{a) + {y-ß) F\ß)

-^\i{x-afF"{a,a)+2{x-a){y-ß)F\a,ß)^{y-ßyr\ß,ß)]-\--.

Nimmt man nun den Ausdruck {ax) für die Tangente des Punktes

a in der Form an

{ax) ^{x-a) F\a) + {y - ß) F'{ß),

so hat man in der Umgebung von a

wo

T'=--l[F'\a,a)FXß)FXß)-2F'\a,ß)F\a)FXß)+F'Xß,ß)F\a)FXa)l

Ferner ist nach (5) und (6)

t=i

Aus (9) folgt daher, wenn man x = a setzt,

L dx Xi="/i F'l

p"^ Tw (a) &2mi^)-^, (10)
1=1

oder, wenn man von Gleichung (8) Gebrauch macht,

(11)

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir über zu der allgemeinen

Gleichung (14) § 31, nämlich:

in welcher (Ji = i^ . .^ p):

, p /»

Uu eeeJ dun +2J ^w,

.

(13)

i

Aus der Bildung der W als Functionen von x geht hervor, dass der

Quotient

stahl, Abel'sohe Functionen. 18
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(14a) ^^(x, x„ .., X,): Wf,{x)

= 0^ in den 2p Punkten Xi und yi •,

= ooMn den 2p Pmikten a° und aj'

und der Quotient

(14b) W,{x, X,, .., Xp): W,{x)

= OMn den 2p Punkten Xi und 0i ;

== oo^ in den 2p Punkten a? und aj

ist. Die Punkte yi und 0i waren mit x, verbunden durch die Con-

gruenzen (4) § 31, die wir schreiben (i, h = 1, . ., p)'-

^J dun +^ j dUk^2J ^^*''

(15)

A>^

^J dUk +2J ^^'' "^2] '^ J>.' / duL ^ -^

Wir bestimmen zuerst die Constante C^^ in (12). (Vgl. S. 251.)

Lässt man erstens die Punkte x^^ . ., Xp zusammenfallen mit

a\, .., a°, so kommt die Gleichung (12) auf die Gleichung (1) zu-

rück. Denn nach (15) fallen alsdann die Punkte yi mit a^ und die

Punkte Si mit a] zusammen, so dass sich die beiden Quotienten (14 a)

und (14b) auf Constanten reduciren, die durch die angegebene Sub-

stitution vollkommen bestimmt sind.

Lässt man zweitens die Punkte x^, . ., Xp zusammenfallen mit

«"", . ., a"'', die bestimmt sind durch die Congruenzen (h = 1, ..,p):

(16) 2ß'"''^f + T'
*

i

SO erhält man abermals die Gleichung (1), nur in reciproker Form.

Denn nach (15) und (16) fallen alsdann die Punkte yi mit aj, die

Punkte 0i mit af zusammen. Daher wird der Quotient

W,,ix, x„ . ., Xp) Wr{x) : W,{x, x„ . ., Xp) W,,(x)

als Function von x gleich 0^ in den p Punkten «^ und gleich oo^ in den p

Punkten a^\ Er geht also, abgesehen von einer Constanten, über in

ip^ (x) : ^„ {x) und die rechte Seite von (12) erhält, abgesehen von
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einer Constanten, die Form Yijjrix) : i^«(a;). Andrerseits geht der Theta-

quotient der linken Seite in (12) nach (40) § 26 über in

r^ d-y (Mi, . ., Up) : Tu ^,,i («1 , . •, Up)
f

wo ty : T^i einen der Werthe -f- 1 oder — 1 hat.

Durch die beiden Substitutionen Xi= a^ und Xi==ccf^ (i=l^ ..^j[))

ergeben sich also aus (12) zwei Gleichungen der Form (l),*bämlich:

^^. (^l>-->^f)_ 3^r
I
/%(^) ^. (^l>--,^^) _ 3il 1/'^^ /1 rj.

Hier sind 6r^jv und Gy/^i vollkommen bestimmte Ausdrücke, algebraisch

und symmetrisch für jedes einzelne System der Berührungspunkte

a,°, a/% Ki", a,"" oder nach (VI) § 20 nur der Punkte a/^, a/", «,", oder

endlich nach (7) § 32 algebraisch in den Wurzeln r^^\ r^^) und r^^^ von

R = 0. Vergleicht man aber die Gleichungen (17) mit (1), so folgt

Cuv ' G-yf, = Cfiv und Cuv ' Cr^iv = 1 : c^^y. Daher ist

C^^f^ = Gf^v Gr^u , C^^ = Gi.,v Gv^c (18)

und man hat den Satz:

(I) Die Constanten c^v in (1) und C^,, in (12) sind bis auf

das Vorzeichen algebraisch vollkommen bestimmt, sobald

man das System der Berührungsfunctionen ^ und (p kennt
und seine Zuordnung zu den zweitheiligen Charakteri-

stiken. Das Vorzeichen von c^r und C|„v ist durch directe

Vergleichung der beiden Seiten in (1) und (12) zu er-

mitteln.

Mit Hilfe der Gleichungen (18) ergeben sich nun Relationen zur

Bestimmung der Thetamoduln auk und der Normalintegrale

1. Gattung Uk. Hierzu unterscheiden wir, wie oben, drei Fälle, in-

dem wir die Gleichungen (17) entweder auf die Form (2) oder (4)

oder (9) bringen. Da sich hierbei die Bedeutung von G etwas ändert,

ersetzen wir G durch H. Ebenso wie die Gleichungen (18), erhält

man in jedem der drei Fälle die Relation C^v '• Hy^ = e^cy und

C'^ y : jEf„ , == 1 : e,( y , woraus

el^ = H,y'.Hy,,. (19)

Vergleicht man diesen Werth mit den früheren Werthen von e^y,

so folgt:

1) wenn ^ und v beide gerade sind, aus (3)

18*
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d.i. die algebraisclie Darstellung des Quotienten zweier

geraden Thetafunctionen;

2) wenn fi und v beide ungrade sind aus (7) und (8)

W "f = ]/?-.
/ii. r vfi

d.i. die algebraische Darstellung des Quotienten von zwei

der in (8) noch unbestimmt gebliebenen Pactoren av\

3) wenn fi gerade, v ungrade ist, aus (11)

d. i. die Darstellung des in (8) auftretenden Factors «,,

in einer aus transcendenten und algebraischen Elemen-
ten gemischten Form.

In den Gleichungen (20) bis (22) müssen die Ausdrücke auf der

rechten Seite von a unabhängig sein, da es die Ausdrücke auf der

linken Seite sind. Durch diese Gleichungen wird die Frage nach

den Thetamoduln und den Normalintegralen in folgender Weise

gelöst:

(II) Die Thetamoduln a^k lassen sich aus algebraischen

Elementen näherungsweise berechnen mittels der Glei-

chungen (20); aus den Werthen der a/,j. kann man alsdann

auch den Werth der Grössen d-f, selber annähernd berechnen.

(III) Die Zähler fi{oo) der Normalintegrale % bestimmen
sich aus den Gleichungen (8), wenn man die Factoren Uv

aus (22) eingeführt hat; die Berührungsfunctionen tpft und

(fv sind bereits in § 32 bestimmt.

Es schliessen sich noch zwei Bemerkungen an. Die erste

derselben bezieht sich auf eine Darstellung der Thetamoduln
a/,k und der Quotienten «/< : a^ durch die invarianten Klassen-

moduln von F{x, y) = (s. § 22). Die Grössen a/,fc, a^t : «r und

ttv sind, wie schon bemerkt, unabhängig von dem Punkte a.

Die beiden ersten Elemente sind aber auch unabhängig von einer

bestimmten Form der Gleichung F{x, y) = 0, während der Werth

von tty selber von der Form von F(x, y) = abhängig bleibt. In

der That lassen sich die Grössen auk und a^ : üy allein durch die-

jenigen Coefficientensysteme ausdrücken, welche die linearen Be-

ziehungen zwischen den Berührungsfunctionen q) vermitteln. Diese

Coefficientensysteme sind aber nach (I) § 23 unabhängig von einer
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bestimmten Form von F{x, y) = und die nämlichen für alle Glei-

chuno-en, in die F=0 durch eindeutige Transformation übergeführt

werden kann; mit anderen Worten die Grössen a/^k und a^ : ay sind

Functionen der invarianten Klassenmoduln,

Um dies zu zeigen^), bilde man für 2 mal p verschiedene, ungrade

Charakteristiken /aa und n (h==l, . ., p) die Gleichung (8), indem

man setzt (die Summationen in den folgenden Gleichungen sind stets

von 1 bis p zu nehmen):

9>.. = «.. ^^S/:- , 9>rn = S. :S^^f^ (23)

i • »

und definire zwei weitere Functionen des Berührungssystems (p durch

die Gleichungen

i h h

(24)

wobei die Coefficienten r, s, q, 6 als bekannt vorausgesetzt werden.

Durch Einführung der Werthe (23) in die Gleichungen (24) und durch

Vergleichung der Coefficienten von fi erhält man {i, h = 1, . ., p):

h h

h h

Setzt man zur Abkürzung

(25)

und bezeichnet mit ^ui^^v diejenige Determinante, die aus ^(M)

hervorgeht, wenn man die Charakteristik ^u durch v ersetzt, so gibt

die Auflösung des Systems (25)

^ (M) r^,j^ a^,j^
= a^c ^u (M).< , z/ (N) s^^ «v,, = a^, J,, (N)^,

,

Durch Elimination von a,.,j^ und üv,^ folgt

und hieraus

1) Vgl. Weber, Ab. F. p = 3, S. 103—110.
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^,,\'^hi^)vM^).

%^, 4.(M),4.(N)/

Die erste dieser Gleichungen drückt den Quotienten zweier Pro-

ducte gewisser ^-gliedriger Determinanten, gebildet aus den Ab-

leitungen ungrader Thetafunctionen, durch die Coefficientensysteme

der zwischen den Berührungsfunctionen g) bestehenden Gleichungen

aus; sie gibt also eine annähernde Bestimmung der Thetamoduln auk

durch invariante Elemente. Die zweite Gleichung (26) drückt den

früher rein algebraisch dargestellten Quotienten a^ : «^ ebenfalls durch

die Coefficientensysteme der gj- Relationen und durch die zuvor be-

stimmten Thetamoduln ahk aus. Verbindet man die letzte Gleichung

(26) mit (21), so erhält man eine rein algebraische Darstellung der

Quotienten ^/^(M)^^ : z/a(M)v.

Eine zweite Bemerkung bezieht sich auf die Darstellung

von '9'^(0, . ., 0) ='0'^ durch gewisse algebraische und transcen-

dente Elemente. Schreibt man die Gleichung (10), in der /i eine

gerade, v eine ungrade Charakteristik ist:

^^«/;(«)=p,,,^„

wo P^r ein algebraischer Ausdruck ist, setzt für a der Reihe nach p
verschiedene Punkte «', a\ . ., a^, die nicht auf einer adjungirten

Curve des n — 3*®"^ Grades liegen und bezeichnet die entsprechenden

Werthe von P^,^ mit P,'<r, . ., P^\,, so hat man (A; = 1, . ., i>):

^^?/;(«o

Bildet man diese p Gleichungen für p verschiedene, ungrade Cha-

rakteristiken v^, . ., Vpj so folgt

#(1)
n

.
'^(^)

^(1)

"P "P

f,{a') . . fp{a') P' P'

Vp

oder in abgekürzter Schreibweise {i, li = \, . ., ^):

Vp

(27) ^f.\ !/;•(«*)
-pk

(^.)^-

(^.)^

Ist nun (Gl. 5 § 15) v-^^, . ., Vp ein beliebiges System von p linear

unabhängigen Integralen 1. Gattung, sind <Pi, ', (fp die Zähler in den-
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selben und sind die Periodicitätsmoduln Aik, Bm derselben gegeben

durch das Schema (13) § 15, so hat man nach (17) § 15:

i i

also

7ci(p^{a) =2An fi(a)y..., 7ci(pp{a) =^Aip /;(«).

Bildet man auch dieses System für die p Punkte «', a", . ., kp,

so folgt

(Tti)

All • ' Api
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andere Gleichungen (Q), in welche nur Quotienten von Determinanten

I

0'^^} \ und von Functionen -9-^,^ eingehen. Man kann nun zunächst den

Gleichungen (26) eine andere Form geben, indem man mittels der

Gleichungen (P) die Determinanten auf der rechten Seite in (26) er-

setzt durch Ausdrücke, die nur gerade d'^i^ enthalten. Man kann ferner

die Gleichungen (29) umformen. Eliminirt man nämlich aus den

Gleichungen (P) und (29) die Ausdrücke
j

-O"^*) 1 und nimmt die Glei-

chungen (20) hinzu, so erhält man eine algebraische Darstellung

der Functionen

(30) ^,, : l/fZir.

Eliminirt man dagegen aus den Gleichungen (P) und (29) die Func-

tionen Q'/.i^, so erhält man eine algebraische Darstellung der Aus-

drücke

(31) |^Wj:l/|^a|^+^

Die Durchführung dieser Rechnungen würde eine genauere

Kenntniss der Relationen (P) erfordern, die zur Zeit nur für die

niedersten Werthe von p ermittelt sind.

Zu den letzten Untersuchungen ist noch folgende Litteratur nach-

zutragen.

Die im Abschnitt VI enthaltene Lösung des Umkehrproblems
entspricht genau dem Verfahren, das in der Theorie der elliptischen

Functionen eingeschlagen wird. (Vgl. Einleitung zum II. Theil.) Die

Gleichungen des § 31 bilden in mehrfacher Weise Verallgemeine-

rungen der Gleichungen (5— 7) S. 189. Die algebraischen Dar-

stellungen der Functionen (30) entsprechen den drei ersten Gleichungen

(9) S. 190, die der Ausdrücke (31) der vierten Gleichung (9) S. 190.

Die zu diesen Darstellungen nöthigen, im Vorigen erwähnten Rela-

tionen (P) und (Q) sind, wie schon bemerkt, nur für die niedersten

Werthe von p bekannt. In der Theorie der elliptischen Functionen

beschränken sich die Relationen (P) auf die Gleichung (8) S. 190,

nämlich nd'j^d-^^^ = -S-' (Jacobi, Ges. W. I. S. 516). Für die hyper-

elliptischen Functionen {p == 2) sind die entsprechenden Relationen

von Rosenhain (Mem. Sav. Etrang. XI) durch Verallgemeinerung

des Jacobi'schen Verfahrens abgeleitet worden. Einen anderen We^
zur Bestimmung der Functionen (30) durch die Klassenmoduln hat

Riemann (Ges. W. S. 131) angegeben. In der Verfolgung desselben

gelangt Herr Thomae (Journ. für Math. Bd. 66, S. 92ff. (1865)

und Bd. 71, S. 218 (1869)) für die hyperelliptischen Functionen von
allgemeinem p zur algebraischen Darstellung von (30). (Vgl. auch
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Fuchs, Joum. für Matli. Bd. 73, S. 305 und 324. 1871.) Herr

Weber hat zuerst den Fall ^ = 3 behandelt (Ab. F. j) = 3 1876)

und für ihn das Umkehrproblem vollständig gelöst. Er gibt u. A.

(1. c. S. 40 £F.) die Eelationen (Q), ferner (]. c. S. 103—110; 161 und

167) in etwas anderer Form die obigen Gleichungen (2—26). Herr
Seh Ottky (Ab. F. p = 3. 1880) leitet für j) = 3 die Relationen (Q)
aus dem Additionstheorem der Thetafunctionen, Herr Frobenius
(Journ. für Math. Bd. 98 S. 244 ff. 1884) für j) = 1, 2, 3, 4 und für

den allgemeinen hyperelliptischen Fall die Relationen (P) aus den

Eigenschaften der Thetafunctionen ab. Wieder auf anderem Wege
hat Herr Klein (Math. Ann. Bd. 36, S. 67 ff. 1889) für jp = 3 eine

elegante Darstellung von (30) durch die Klassenmoduln gegeben. Von
Interesse ist, dass Riemann in der in dem Vorwort erwähnten Vor-

lesung (Winter 1861/2) für j) = 3 bereits die Relationen (P) und die

obigen Gleichungen (26) mitgetheilt hat.

Wir schliessen diesen Abschnitt mit einer allgemeinen Bemerkung^).

Die Lösung des zur Gleichung F{x, y) = gehörigen Umkehrpro-
blems geschieht für ^> 3 nicht durch die allgemeinsten, sondern durch

specielle Thetafunctionen von p Argumenten. Denn für die all-

gemeinsten Thetafunctionen bestehen zwischen den Thetamoduln tthk

nur die ^p {p — 1) Bedingungen ank = a^n (Gl. 22 § 25), so dass

VyPiP -\- 1) Thetamoduln ai,T, im Uebrigen unabhängig sind. Für das

Jacobi'sche Umkehrproblem bestimmen sich aber die Thetamoduln ank

mittels der Gleichungen (26) durch die ?>p — 3 invarianten Klassen-

moduln von F{x, y)= 0. Von den p^ Thetamoduln sind daher ebenfalls

nur 3^— 3 unabhängig oder es bestehen zwischen ihnen ausser den Be-

dingungen a^k = ükk noch ^p (p-{- 1) — (3p — 3) =^(p— 2) (p~ 3)

Relationen (T), die transcendenter Natur und bis jetzt nur für den
niedersten Werth ^ = 4 ermittelt sind^). Die letzten Relationen geben
den bei dem Jacobi'schen Umkehrproblem auftretenden Thetafunc-

tionen und den aus ihnen gebildeten, 2p-hch. periodischen Functionen
einen speciellen Charakter, der den allgemeinen, 2jp-fach periodischen

Functionen nicht anhaftet.

Wenn daher im Vorstehenden von der Anwendung des Additions-

theorems der Thetafunctionen und anderer Thetarelationen die Rede
ist, so wird dabei stets das Bestehen und die Kenntniss der obisen

Relationen (T) vorausgesetzt.

1) Riemann, Ges. W. S. 94.

2) Schottky, Joum. für Math. Bd. 102. S. 321 ff. (1886).
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Die Theorie der allgemeinen, 2jp-facli periodischen Functionen,

für welche die Moduln tthk nur den Bedingungen ühk = auh genügen,

und der zugehörigen Differentialgleichungen hat bekanntlich zuerst

Herr Weierstrass^) in Angriff genommen. Die Theorie der allge-

meinen Thetafunctionen ist Gegenstand ausgedehnter Untersuchungen

der Herren Prym und Krazer^). Die erste, eingehendere Behand-

lung von besonderen Fällen in dieser Richtung hat neuerdings Herr

Wirtinger^) gegeben.

1) Weierstrass, Journ. für Math. Bd. 89. S. 1 ff. (1879).

2) Prym, Unters, üb. d. Riemann'sche Thetaformel. Leipzig 1882; femer

die Abh. in Journ. für Math. Bd. 93. S. 124 ff. Acta math. III. S. 1—15 und

S. 18—40. (1882). Prym u. Krazer, Neue Grundlage e. Theorie d. allgemeinen

Thetafunctionen. Leipzig 1892 und Acta math. III. S. 41—77. (1882).

3) Wirtinger, Unters, üb. Thetafunctionen. Leipzig 1895.
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Allgemeine Darstellungen durch Thetafunctionen.

Die im vorigen Abschnitt gegebene Lösung des Jacobi'sehen

Umkehrproblems beruht auf der Darstellung von einfachen Theta-

quotienten mit p Argumenten Vu durch algebraische und symmetrische

Functionen der Coordinaten von q -{- 1 Punkten Xk , welche die oberen

Grenzpunkte in den Integralsummen V/, sind (Gll. 1 und 9 § 31). Der

siebente Abschnitt beschäftigt sich mit der Verallgemeinerung dieser

Darstellungen, nämlich mit der Aufstellung der allgemeinsten Be-

ziehungen zwischen Thetafunctionen mit den p Argumenten V/, einer-

seits und algebraischen Functionen oder Abel'schen Integralausdrücken,

die symmetrisch gebildet sind in den Coordinaten der q -{- 1 Punkte

Xk andrerseits. Wir verfolgen dabei den schon früher eingeschlagenen

Weg, d. h. wir entwickehi diese Beziehungen zuerst für den Fall q=
oder für die p Argumente % und den oberen Grenzpunkt x und gehen

von ihnen zu den entsprechenden Gleichungen zwischen den Argu-

menten Vu und dem Punktsystem Xk über.

§ 34, DarsteUung allgemeiner Thetaquotienten mit speciellen

Argumenten ^).

Wir setzen wie früher (Ji = 1^ . ., p):

X

I
duh ^ Uh (1)

und beginnen mit der Aufgabe, eine Function mit den p Argumenten

iih herzustellen, die, als Function der Coordinaten des oberen Grenz-

punktes X betrachtet, folgende drei Eigenschaften hat:

1) Riemann, Ges. W. S. 132 ff. Prym, Theorie der Functionen in einer

zweiblättrigen Fläche. Zürich 1866, S. 26. H. Stahl, Joum. für Math. Bd. 89,

S. 170 ff. (1880). Für p = 1 gab die entsprechende Darstellung Her mite. Lettre

ä Jacobi (Jacobi's Werke II. S. 103) (1845).
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a) sie soll in der Verzweigungsfläclie T gleichviel 0^ und
oo^ Punkte haben,

b) sie soll an den Querschnitten a^ und h,, von T' con-

stante Factoren annehmen,

c) sie soll ausserdem in T' allenthalben eindeutig und
stetig sein.

Zur Lösung betrachte man, indem man wie früher abkürzend

^•{u^ — e^, . ., iip — Cp) = d'lu — e}

setzt, den Ausdruck

(2)
»ju — Ä')) & ju — Ä")) ..»ju — A^))

& iu — Gl & iu — G")) . .&((u- Gn

p

d. h. den Quotienten zweier Producte von gleichviel Thetafunctionen,

mit den um Constanten vermehrten Argumenten %, diesen Quotienten

noch multiplicirt mit einem Exponentialfactor, dessen Exponent eine

lineare Function der p Grössen Uu mit constanten Coefficienten ist.

Die constanten Grössen A\ und G'^ seien nur der Bedingung unter-

worfen, dass keine der Thetafunctionen in (2) identisch für jeden

Punkt X verschwindet. Der Ausdruck (2) hat nach den Sätzen des

fünften Abschnittes bereits die sämmtlichen Eigenschaften (a, b, c).

Denn er wird in T' in gleichviel Punkten 0^ und oo^, nämlich

= OMn Qp Punkten a\, . ., a' und

== oo^ in Qp Punkten c\, . ., & (^ = 1, . ., q),

die durch die Congruenzen bestimmt sind

''

«1 4

(3)

k

{h==l, .., p; i = l, .., q).

Er hat ferner an den Querschnitten a^ und hu von T' constante

Factoren, nämlich

-Oh^in o+3h^in
(4) an ttk'. c

'^h'-''^
^ aj^ j^j g

wo die Grössen g'u bestimmt sind durch die Gleichungen {h=\,..^p):

(5)
1=1 k==X



§ 34. Darstellung allgemeiner Thetaquotienten mit speciellen Argumenten. 285

Das Letztere ergibt sieh daraus, dass, wenn x den Querschnitt &/, von

der 4" zur — Seite überschreitet, nach (6 a) § 27

^((w - A^ den Factor e-^^"/-^/'^

^{u — C)) den Factor g-'^"/-^'')

annimmt. Im Uebrigen ist die Function (2) in T' eindeutig und

stetig.

• Durch die Werthe (3) der Grössen A und C gehen die Glei-

chungen (5) über in (h = 1, . ., p):

^ ^ j duh^g'hiti+^ gka,,k- (6)

Von den gp Punkten aj. können einige mit Punkten c* zusammen-

fallen. Dann ist die Zahl der 0^ und oo^ Punkte der Function (2)

und ebenso die Zahl der Glieder auf der linken Seite in (6) ent-

sprechend kleiner als Qp. Die vorstehende Betrachtung gibt den Satz:

(I) Der in den Argumenten ii/, (1) transcendente Ausdruck

(2) stellt eine Function von x dar, welche die unter (a, b, c)

genannten Eigenschaften besitzt. Dabei sind die 0^ und
oo^ Punkte und die Factoren an den Querschnitten durch
die Gleichungen (6) an einander gebunden.

Wir beweisen jetzt umgekehrt den Satz:

(II) Die allgemeinste Function Q(x) der Coordinaten von x,

welche die Bedingungen (a, b, c) erfüllt, lässt sich in den
Argumenten Uk durch eine Function von der Form (2) dar-

stellen.

Zunächst zeigt sich, dass die 0^ und oo^ Punkte und die con-

stanten Factoren an den Querschnitten von T\ die eine solche Func-

tion Q{x) hat, nicht unabhängig, sondern durch p Relationen ver-

bunden sind, die man als das Abel'sche Theorem für die Function

Q{x) bezeichnen kann, da sie eine Verallgemeinerung des Abel'schen

Theorems für rationale Functionen der Coordinaten von x bilden und

sich auf dieselbe Weise wie dieses herleiten lassen (Gl. 10 § 19).

In der That seien Ij, . ., 1^ die 0^ Punkte und ^j, . ., ^a die oo^

Punkte von Q (x)- ferner seien die constanten Factoren von Q{x) an

den Querschnitten a,,, hn von T' auf die Form (4) gebracht, wodurch

die Grössen g^ und gl bis auf ganze Zahlen bestimmt sind, die man
beliebig wählen kann. Endlich seien die Punkte |,- und t,i durch kleine
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Kreise aus T' ausgeschnitten und diese Kreise durch neue Quer-

schnitte mit dem schon vorhandenen Querschnittsystem a^ und hh der

Fläche T' verbunden, wodurch aus T' eine einfach zusammenhängende

Fläche T" hervorgeht. Indem man nun das Integral Tlog Q{x)dUk
um die ganze Begrenzung von T" herumführt, erhält man zwischen

den 26 Punkten 1^ und t,i und den 2p Grössen gu und gl die jp Be-

dingungsgleichungen (Ji = 1, . ., p):

(7) ^ / duk = gh^i +Zj
j=i r. k=i

?i p

gkO'hk'

Dabei ist angenommen, dass die Integrationswege auf der linken Seite

in (7) passend gewählt sind; bei anderen Integrationswegen würde

auf der rechten Seite noch ein zusammengehöriges System von

Periodicitätsmoduln der Integrale % hinzutreten.

Die Gleichungen (7) vorausgesetzt, bilde man einen Ausdruck der

Form (2) folgendermassen. Als Grösse gu nehme man die vorhin für

Q {x) bestimmten Werthe gn ; die Grössen -4* und 0^ ersetze man durch

Integralsummen von der Form (3), indem man für die oberen Grenz-

punkte a und c zunächst die gegebenen Punkte |j und t,i verwendet,

die noch fehlenden beliebig, jedoch im Zähler und Nenner gleich,

annimmt, wobei nur darauf zu achten ist, dass die in einer Integral-

summe vereinigten p Punkte nicht auf einer adjungirten 0-Curve

liegen (§ 28 Satz VIII). Die für Q {x) bestehenden Gleichungen (7)

gehen alsdann bei passender Wahl der Integrationswege in den ge-

bildeten Integralsummen gerade in die Gleichungen (6) über. Hieraus

folgt, dass der gebildete Ausdruck von der Form (2) bis auf einen

von X unabhängigen Factor mit der gegebenen Function Q{x) über-

einstimmt. Denn der Quotient beider Functionen wird in der Fläche

T' an keiner Stelle mehr oo und nimmt an den Querschnitten aj, und &/,

die Factoren 1 an; er ist daher in T allenthalben eindeutig und stetig,

mithin gleich einer Constanten (la § 6).

Damit ist Satz II bewiesen. Die Zahl der zur Darstellung von

Q{x) im Zähler und Nenner verwendeten Thetafunctionen kann wegen

der benutzten Hilfspunkte noch variiren.

Unter gewissen Bedingungen für die Grössensysteme^, 0,^,5''

die bis jetzt nur durch die p Relationen (5) verbunden waren, stellt

der Ausdruck (2) eine algebraische Function (allerdings von spe-

cieller Art) der Coordinaten des Punktes x dar.

Die allgemeinste, algebraische Function der Coordinaten von x

ist die Wurzel einer algebraischen Gleichung, deren Coefficienten
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rationale Functionen der Coordinaten von x sind. Charakteristisch für

eine solche Function ist^ dass sie in jedem Punkte x der Fläche T nur

eine endliche Zahl von Werthen annimmt. Nun hat die Function (2)

bereits die Eigenschaft, dass sie bei einmaligem üeberschreiten der

Querschnitte die constanten Factoren (4) annimmt. Die Werthe, die

sie durch stetige Fortsetzung über die Querschnitte hinüber in dem-

selben Punkte von T' erlangt, unterscheiden sich also von einander

durch die Potenzen und Producte der Factoren (4). Soll (2) eine

algebraische Function sein, also in jedem Punkte x nur eine endliche

Zahl von Werthen annehmen, so ist nothwendige und hinreichende

Bedingung, dass die Grössen g und g rationale Zahlen sind. Da
sich die Factoren (4) nicht ändern, wenn g und g' um ganze Zahlen

vermehrt werden, so umfasst man alle Fälle, indem man g und g
gleich positiven, echten Brüchen mit demselben Nenner m setzt, also

(A=l, ..,i.):

WO m eine ganze, positive Zahl ist und ft/,, ^l ebenfalls ganze, posi-

tive Zahlen sind, die alle Werthe von bis m — 1 durchlaufen

können.

Die auf der rechten Seite in (5) und (6) auftretenden Grössen

werden

1 / ,
p \ ^1

-(fi,Ä»+^ ;.,«,,]=-- (9)
k= X

Das Zahlensystem (8) stellt nach (§ 26 Gl. 28 u. 29) eine w-theilige

Charakteristik (ji) und das zugehörige Grössensystem (9) ein System

von zusammengehörigen, »w-theiligen Periodicitätsmoduln der Integrale

iih dar. An Stelle von (2) tritt der Ausdruck

^iu — A')).. %iu-A^\
^^h "A

e A= l

und (5) und (6) gehen über in die Gleichungen (h == 1, . ., p):

(10)

Q ISA

,^(^;,-q) = ^ (11)

oder

m^ ^Jdu, = 0, (12)
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welche das Abel'sche Theorem der durch (10) dargestellten, algebrai-

schen Function von x bilden. Die Factoren des Ausdrucks (10) an

den Querschnitten sind nach (4) und (8)

i^h

an hl,: e(13) an üh'. e

wo sich die ^n aus den Gleichungen (11) bestimmen. Die Factoren

(13) sind sämmtlich w*® Wurzeln der Einheit. Daher hat die m*®

Potenz von (10) an den Querschnitten von T' die Factoren 1, ist also

eine rationale Function der Coordinaten von x und zwar von der

besonderen Eigenschaft, dass ihre und oo Punkte alle von der w*®''

Ordnung sind. Der Ausdruck (10) ist die m*® Wurzel einer solchen

Function. Dies gibt den Satz:

(III) Der allgemeinste Thetaquotient mit den Argumenten

iik, der eine algebraische Function der Coordinaten des

Punktes x darstellt, ist der Ausdruck (10) mit den Be-

dingungen (11). Diese algebraische Function ist von spe-

cieller Art, nämlich die m^ Wurzel aus einer rationalen

Function P(^) der Coordinaten von x, deren und oo

Punkte alle von der m^^^ Ordnung sind.

Umgekehrt beweist man durch dieselbe Betrachtung, die zum

Satze II führte, leicht den Satz:

(IV) Ist P {x) eine rationale Function der Coordinaten von

X, deren und oo Punkte alle von der m}°^ Ordnung sind,

so ist die Function yP{cc) darstellbar durch einen Theta-

quotienten der Form (10).

Um die Function (10) wirklich in algebraischer Form darzustellen,

wobei die gegebenen Constanten Ä\ und Cj nur den Bedingungen (11)

unterworfen sind, denke man sich den allgemeinen Fall, wo von den

durch die Grössen A und G gegebenen, aus den Gleichungen (3) ein-

deutig bestimmten Qp 0^ Punkten a^ und Qp oo^ Punkten c^ einige

zusammenfallen, so dass im Zähler und Nenner noch je g (>i)) Punkte

übrig bleiben, die durch ai und d (i = 1,

die nach (12) den Gleichungen genügen:

., g) bezeichnet seien und

(14) m'2j<dUh EEE 0.

Die w*® Potenz von (10) ist eine rationale Function der Coordinaten

von X, die in den g Punkten a^ je = 0™, in den g Punkten c» je == oo"'

wird und nach § 12 folgendermassen zu bilden ist. Man bestimme
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eine Curve von hinreichend hohem Grade Ti, die durch die r Doppel-

punkte d^, .., 8r von jP=0 geht, (welche Punkte als Schnittpunkte

doppelt zählen) und ausserdem F=0 in den g Punkten Cj je m — 1-

punktig berührt (d. h. je in m zusammenfallenden Punkten schneidet).

Man bezeichne diese Curve durch a^ (x, c) = und die noch übrig

bleibenden s Schnittpunkte derselben mit F == durch s^, . .^ s^. Da-

bei können unter den s Punkten s nochmals die r Punkte d sein. Die

Zahlen n, h, m, g, r, s sind hierbei durch die Gleichung verbunden

nie = mg -\- 2r -\- s. (15)

Legt man alsdann durch die r Punkte d und die s Punkte e eine

zweite Curve (o(x, d) = von demselben Grade Je, die F = in den

g — p ersten Punkten üi je m — 1 -punktig berührt, so lassen sich

die noch freien Coefficienten gerade so bestimmen, dass die Curve

noch in weiteren p Punkten je m — 1 -punktig berührt, wie eine Be-

trachtung analog der auf S. 238 für m = 2 angestellten zeigt. Wie
dort ist auch hier die Bestimmung der Curve a {x, a) = oder der

p letzten Berührungspunkte nicht eindeutig, sondern endlich viel-

deutig. Nach (14) entspricht nämlich dem Werthsystem — , — ein-

deutig eine solche Berührungscurve, die durch (x>,.i{x, a) == be-

zeichnet sei. Da sich diese Curve nicht ändert, wenn die Zahlen ft

und ^' um ganze Vielfache von m wachsen, so erhält man, indem

man jeder der Zahlen ^ und fi' alle Werthe 0, 1, . ., w — 1 beilegt,

ein System von vn^P solcher Berührungscurven Oj, (a;, d), die sich

dadurch unterscheiden, dass in ihnen jedesmal die p letzten Berüh-

rungspunkte andere sind.

Nunmehr ist die Function (10) algebraisch dargestellt durch

Cf,ycau{Xf a):(o^{x, c), (16)

wo Cfi eine von x imabhängige Grösse ist.

Wir geben dem Resultat noch folgende Fassung. Bildet man
einen zweiten Ausdruck von der Form (10) mit demselben Grössen-

system C^ im Nenner, aber einem anderen System JB'^ im Zähler und
mit einer anderen m-theiligen Charakteristik (v), so erhält man durch

Division beider Ausdrücke die Darstellung

(17)

wo zur Abkürzung gesetzt ist

®,iu,A} = e '^ ll^iu~A<)). (18)
i

Stahl, Abel'sche Functionen. 19
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Für den Ausdruck (17) sind die Factoren an den Querschnitten

(19) a,: e-^^'"-"'\ h: e^-^^''-"'\

Ferner sind die Qp 0^ Punkte a* und die Qp oo^ Punkte h^

(i = 1, . ., q) von (17) bestimmt durcli die Congruenzen:

(20) 2fdun= Äi, ^ß
k n «0

und die 2qp Grössen A\ und B\ oder die 2qp Punkte a\ und &*. sind

mit den Charakteristiken (fi) und (y) verbunden durch die Relationen

(21) ^(4 - ^0-^ ^j du^ - ^ (M. - N,).

k

In allen diesen Summen ist

h=l,..,p', ]c = l,..,p', i=l,..,Q.

§ 35. Darstellung allgemeiner Thetaquotienten mit allgemeinen

Argumenten ^).

Die bisherige Untersuchung bezog sich auf das specielle Problem

(1) § 34 und führte in (17) § 34 auf die Darstellung eines Quotienten

von Thetafunctionen mit den Argumenten Uh durch eine algebraische

Function der Coordinaten des Punktes x. Mit Hilfe dieser Vor-

betrachtung lässt sich nun sofort die entsprechende, allgemeine Auf-

gabe lösen, nämlich unter Voraussetzung, dass (/i= 1, . -, p):

(1) Vn=^Jdu,,

und dass die constanten Grössensysteme A\, . ., Ä^ und Bi, . ., B^

{i = 1, . ., q) den Bedingungen genügen

(2) ^(Ai-B<^ = ^iM„-N,;),
i

den Thetaquotienten mit den Argumenten Vh

(3)
— =—2

/ /

1) S. Litteratur zu § 34.
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durch eine algebraische und symmetrische Function der Coordinaten

der Punktsysteme x, x^, . ., Xq einerseits und a, a^ . ., «^ andrerseits

darzustellen. Dies geschieht nach dem Verfahren des § 31.

Der specielle Ausdruck (17) § 34 hatte als Function von x an den

Querschnitten von T' die Factoren (19) § 34. Die nämlichen Fac-

toren besitzt der Ausdruck (3), vrenn man ihn als Function von irgend

einem der g + 1 Punkte x, x^, . ., Xg betrachtet. Ist daher S irgend

eine algebraische, wie T verzvreigte Function der Coordinaten von x
allein, die an den Querschnitten ebenfalls die Factoren (19) § 34 an-

nimmt und bezeichnet Si den Werth dieser Function für x = Xi, so

ist der darzustellende Ausdruck (3), dividirt durch das Product

SSi . . Sq eine rationale Function der Coordinaten eines jeden der

Punkte X, x^, . ., Xq. Bezeichnet man diese rationale Function durch

B, so ist der Ausdruck (3) dargestellt durch

B.SS, . . S,. (4)

Am einfachsten wählt man für S die Function (17) § 34, nämlich

S = yo/^, {x, a) : cov {x, h)

.

(5)

Dann ist, wie die Vergleichung von (4) mit (3) ergibt, die rationale

Function R folgendermassen bestimmt. Als Function von x betrachtet,

wird sie = 0^ in den Qp Punkten &^. (in denen S = oo'^ wird) und
= oo^ in den Qp Punkten a^ (in denen ;S' = 0^ wird). Sie wird ferner

== 0^ in den Qp 0^ Punkten |^ und = oo^ in den gp cx)^ Punkten

rji der Function (3), welche Punkte nach (I) § 29 bestimmt sind

durch die Congruenzen (ä = 1, . ., p] « == 1, . ., q)

2 / dun +^ / dti,=Ai, y / dun +^ j duu=B[, (6)

oder nach (20) § 34 durch die Congruenzen:

p Jk 9 3 p ni , j^i

2j J ^^'^ +^ j ^«A = 0, 2j J ^'^h +2J ^^^ 0. (7)

Für die Darstellung von B braucht man die Punkte |^ und -j^^. selber

gar nicht zu kennen; sie lassen sich nach (7) ersetzen durch die

Punkte «^ und h\. Um B zunächst als Function von x zu bilden,

lege man durch die r Doppelpunkte d von jP= 0, durch die p Punkte

a\ {k= 1, . ., p) und die q Punkte «i . . «^ eine Curve ß^ (x) = 0,
19*
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die F noch in t Punkten ^i, . ., i,t schneidet; alsdann durch die r

Punkte ö, durch die t Punkte t, und durch die q Punkte Xi,..,a;q

eine Curve desselben Grades ^i^{x, x^, . ., Xq) = 0, welche alsdann

F == nach (7) gerade noch in den p Punkten |* (/c == 1, .
., jp)

schneiden muss. Daher wird der Quotient Sl^{oo, x^, . ., x^:Sl^^{x)

als Function von x gleich 0^ in den p Punkten |^ und den g Punkten

x-^, . ., Xq und = oo^ in den p Punkten a*. und den q Punkten

«1, . ., Kq. Entsprechend bestimme man zwei Curven iß'j (ic) = und

Sli{x, Xi, . ., Xg) = von demselben Grad wie vorher, mit Benutzung

der p Punkte h\, statt a\ und t anderen Hilfspunkten i,', so dass der

Quotient Sl\{x, x^, . ., Xq):Sll(x) als Function von x gleich 0^ wird

in den p Punkten rji und den q Punkten x^ . . Xq, gleich oo^ in

den p Punkten U und den q Punkten a^ . . Uq. Alsdann hat das

Product

(8)

^Sl^ix, «1, . ., x^) ß;(a;)

L£ St\(,x, X,, ..,x^) Sll(x)

als Function von x betrachtet, dieselben 0^ und oo^ Punkte, wie die

rationale Function R, stimmt also mit R bis auf einen von x unab-

hängigen, dagegen von x^^, . ., Xq noch abhängigen Factor überein.

Um die Function R, die in den q -\- 1 Punkten x^ x^, . ., Xq

symmetrisch ist, vollständig zu erhalten, hat man offenbar den Aus-

druck (8) nur durch Zusatz eines von x unabhängigen Factors eben-

falls in den Punkten x, x^, . ., Xq symmetrisch zu machen. Man erhält

so {i = 1, .., 9; Ä; = 0, 1, .
., q)

(9) R = C,^^ß^(a;, x^, . ., x^ Sl\{x^)

i,k ^U^' «^1' • •' «^g) ^aW
wo die Grösse C^iv eine Constante, d. h. von x, x^, . ., Xq unabhängig

ist. Trägt man die Werthe (5) und (9) in (4) ein, so hat man für

den Thetaquotienten (3) folgende Darstellung {i=l,..,Q'jh=0,l,,.,q):

(10) ^M^-
C^/tr J[£

i, k

Sl^jX, X,, . ., X^

9j](x, x^, . ., x\

Die Constante (7,tr wird am einfachsten durch die Substitution

x = a, x^ = a^, . .,Xq = Kq und Fj = Fg = • • T^ = bestimmt. Die

Gleichung (10) ist alsdann auch symmetrisch in den q -{- 1 unteren

Grenzpunkten a, a^, . ., Uq in (1). Diese Betrachtung gibt den Satz:

(I) Der Thetaquotient (3), dessen Argumente die q -\- 1-

gliedrigen Integralsummen (1) mit beliebigen oberen und
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unteren Grenzpunkten sind, vermehrt um constante

Grössensysteme A und B, die nur den p Bedingungen (2)

genügen, lässt sich darstellen durch rationale und sym-
metrische Functionen der Q -{- 1 oberen Grenzpunkte

X, x^, . ., Xq (und ebenso der q -{- 1 unteren Grenzpunkte
a, «1, . ., Kq) in Verbindung mit der m*^^ Wurzel aus einer

ebensolchen Function, in der die Variabein x, x^, . ., Xq

(und ebenso a, a^, . ., ccg) getrennt auftreten.

Wir betrachten noch kurz die allgemeine Wurzelfunction

yo/^iXf d), die in (16) § 34 definirt wurde. In der Curve cuq^x, c)=0
waren die g Punkte c beliebig; in den Curven o (a;, a) = sind von

den g Punkten a,- die g — p ersten beliebig wählbar, die p letzten

dagegen auf m^P Arten bestimmt derart, dass jeder der m^P w-theiligen

Charakteristiken (^) ein bestimmtes System von p letzten Punkten a,-

zugeordnet ist. Lässt man die </ — p ersten Berührungspunkte üi der

Curve Oj., (x, a) = beliebig variiren, so gehören zu den festen

Punkten d und s (s. § 34) noch g — p-fach unendlich viele Curven,

die F=0 mg Punkten je m — 1 -punktig berühren. Diese Curven

C3 theilen sich, indem man alle zu derselben Charakteristik (ft) ge-

hörigen Curven zu einem System zusammenfasst, in m^P Systeme co^.

Die zu Grunde gelegte Curve »oC^j ^) gehört dann in das System

der Charakteristik (^) = (0), in der alle Zahlen fi, ^' den Werth
haben. Die m^P Systeme von Beruhrungscurven co^ sind völlig ge-

trennt, d. h. es ist nicht möglich, aus einem System fi durch blosse,

stetige Aenderung der g — p willkürlichen Berührungspunkte in ein

anderes System v zu gelangen, wie sich aus (12) § 34 ergibt. Die

Charakteristik (0) nimmt insofern eine Sonderstellung ein, als zur

Bestimmung des ganzen Systems der Berührungscurven o)^« eine zur

Charakteristik (0) gehörige Curve, nämlich g)q{x, c), im voraus als

gegeben angesehen wird.

Die zu den Berührungscurven ra^ {x, a) = von demselben Grad

7c und mit denselben festen Punkten d und s gehörigen Functionen

yG}f^{x,a) sollen Wurzelfunctionen von der Charakteristik ft,

vom Exponenten m und von der Ordnung g heissen. Eine solche

Wurzelfunction wird in jedem der g Berührungspunkte a» gleich 0^,

1

in jedem der r Punkte 8 gleich 0"' (für den einzelnen Zweig des

Doppelpunkts) und ebenso in jedem der s Punkte e gleich 0"*. Für
diese Wurzelfunctionen gelten zwei Sätze, die eine Verallgemeinerung

der früheren Sätze (I und II § 30) bilden. Der erste Satz bezieht
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sich auf die linearen Relationen zwischen den Wurzelfunctionen und

lautet:

(II) Eine Wurzelfunction yej^t(aj, a) von der Charakteristik

jLi, dem Exponenten m und der Ordnung g lässt sich durch

ein Aggregat von höchstens g— i?+ l linear unabhängigen

Wurzelfunctionen derselben Art darstellen.

Sind nämlich ra,,(a;, a), o^(a;, a), c3/^(x, aP), ca^,{x, a'), C3f,(x, a"), ..

eine Reihe von Berührungsfuncftionen von derselben Charakteristik fi,

denselben Punkten d und s und mit den Systemen a, a, a' (i=0, 1, . .)

von je ^Berührungspunkten, so hat der Ausdruck

ycof, {x, a) : c?^ (x, a)

als Quotient zweier Functionen der Form (16) § 34 die Eigenschaft,

g oo^ und 0^ Punkte und an den Querschnitten % und hk von T' die

Factoren 1 zu besitzen. Er ist also eine rationale Function der Coor-

dinaten des Punktes x von der Ordnung g und lässt sich (nach Ib

§ 12) im Allgemeinen durch g — i? + 1 linear unabhängige Func-

tionen derselben Art und mit denselben oo^ Punkten darstellen. Man

hat daher, indem man den gemeinsamen Nenner y cj^t {x, a) dieser

Functionen weglässt, die Gleichung

p—p

(11) yco^i^, a)=^ li ycof, (x, «0

unter der Voraussetzung, dass die ^ — p -f" 1 Wurzelfunctionen der

rechten Seite linear unabhängig sind. (q. e. d.)

Die Function y o^ (x, a) ist hiernach bis auf einen constanten

Factor bestimmt, sobald g — p ihre 0^ Punkte gegeben sind, da man

durch Einführung derselben aus (11) g
— p lineare Gleichungen für

die Verhältnisse der Coefficienten k erhält; hiermit sind auch die p

letzten 0^ Punkte der Function bestimmt.

Sind von den g Berührungspunkten a^ der Curve «„ {x, a) die p
letzten gleichzeitig 0^ Punkte von q linear unabhängigen gj-Curven,

so ist, wie man aus den Sätzen in § 12 leicht beweist, die Function

y^o^ {x, a) nicht durch g
— p, sondern erst durch g — p -\r q der

Punkte ük eindeutig bestimmt und umgekehrt, ist eine Wurzelfunction

der betrachteten Art noch nicht durch g — p, sondern erst durch

g — p j^ q 0^ Punkte bestimmt, so sind die p letzten 0^ Punkte zu-
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gleich 0^ Punkte von q linear unabhängigen 9) -Functionen. Dann

tritt an Stelle von (11) die Gleichung

g—p+ g

yä^{x, a) = ^ h y^<^/^{^> «0- (IIa)
1=

Auf gleiche Weise ergibt sich, dass jedes Aggregat von Wurzel-

functionen von demselben System {i, demselben Exponenten m und

derselben Ordnung g wieder eine Wurzelfunction derselben Art ist.

Denn dividirt man ein solches Aggregat durch eine solche Function,

etwa yc}^{x, cc), so ist der Quotient ein Aggregat von rationalen

Functionen, also selber rational. Da nun die m*® Potenz des Nenners,

nämlich (Ofiix, a), für sich rational und vom Grade h ist, so muss

auch die w*® Potenz des Zählers rational sein und sich mit Hilfe von

F=0 auf den Grad Ic und die Form couix, a) bringen lassen, d. h.

der Zähler selber oder das Aggregat der Wurzelfunctionen ist von der

Form )/(ö^ {x, d) . (q. e. d.)

Ein zweiter Satz bezieht sich auf die rationalen Func-

tionen, die sich aus Wurzelfunctionen bilden lassen. Um denselben

in allgemeinster Form herzuleiten, halte man bei der Bildung der

Wurzelfunctionen y c?^ nur die Exponenten m und die r Punkte d

und die s Punkte s fest, lasse aber die Charakteristik ft beliebig und

den Grad Ti und die Ordnung g der Bedingung (15) § 34, nämlich

nli == mg -{- 2r -{- s (12)

gemäss variiren. Eine Wurzelfunction von der Charakteristik ft, dem

Grad h und der Ordnung g sei allgemein bezeichnet durch yGi^ . Das

Product von a Wurzelfunctionen

ur%, (13)

ist offenbar wieder eine Wurzelfunction ähnlicher Art, wie die Einzel-

factoren, mit dem Unterschied, dass die Function (13) in den Punkten
1 . «

d und £ nicht in der Ordnung — , sondern in der Ordnung — ver-

schwindet. Die Charakteristik ft, die der Function (13) zugehört, ist

bestimmt durch
|it = (|[Aiiit2 •• 1^«) (mod m), (14)

d. h. durch Addition der a Charakteristiken fi^, .
., ^a. Die Function (13)

verschwindet ferner in der Gesammtheit der Nullpunkte ihrer Factoren.

Es ist nun leicht anzugeben, unter welchen Bedingungen die Func-
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tion (13) eine rationale Function der Coordinaten von x darstellt.

Zuerst muss a = mg, d. h. ein ganzzahliges Vielfaelies von m sein,

damit (13) in den Punkten d und s in ganzzahliger Ordnung ver-

schwindet. Dann muss die Charakteristik fi, d. h. (fi^ . . ft^^J ^ (0)

sein (med m), damit die Function (13) an den Querschnitten von T'

die Factoren 1 habe. Endlich muss noch, wenn i = 1, .., mq ist,

^Pi theilbar sein durch m oder es muss eine ganze Zahl g existiren
t

so, dass ^ gi = mg ist. Denn aus dieser Bedingung ergibt sich,

i

durch Summation der für die Einzelfactoren von (13) gebildeten

Gleichungen (12), eine Relation, die beweist, dass auch ^h durch m
i

theilbar ist, dass also eine Zahl li existirt von der Art, dass

^ hi = mlc. Für diese Zahlen g und h gilt dann ebenfalls die Glei-
i

chung (12). Hieraus aber folgt die Existenz eines Systems von Be-

rührungscurven der Form co^, d. h. von beliebiger Charakteristik, vom

Grade h und der Ordnung g. Dividirt man nun das Product (13),

gebildet für a = mq, durch die Function
(0(f^

so erhält man eine

in den Coordinaten von x rationale Function, deren Nenner für

sich rational und vom Grade Ic ist. Folglich muss auch der Zähler,

d. i. die Function (13), für a = mg eine rationale Function Q von

X sein, die sich mit Hilfe von F= ebenfalls auf den Grad Je

bringen lässt. Hiernach hat man analog (16) § 30 eine Gleichung

von der Form:

(15) ]7<l=«-+^i^,

oder abgekürzt geschrieben

(16) Ti'y^i^Q
und den Satz:

(IH) Das Product (13) ist eine ganze, rationale Function

der Coordinaten des Punktes x unter der Voraussetzung,

dass a = mQ, ^gi = mg (also auch ^JH= mh) und {^^..fi^^
i i

^ (mod m) ist.

Man kann die Gleichung (15), wie im früheren Fall, geometrisch

deuten. Sieht man dabei von den Punkten d und e ab, so gilt

für die m — 1-punktigen Berührungspunkte der Curven af,*. der Satz:

(nia) Unter den Voraussetzungen des Satzes (HI) berühren
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die Curven cjf* = ausser F=0 nocli sämmtlich m — 1-

punktig eine bestimmte Curve Qi = vom Grade 7nk — n,

wo sie derselben begegnen. Die sämmtlichen Berührungs-

punkte der Curven 0^*= mit F==0 und mit Qi= liegen

auf einer bestimmten Curve ^ = vom Grade Ic.^)

§ 36. Specielle Darstellungen. Eigenschaften der Abel'schen

Functionen.

Die Gleichungen (17) § 34 und (10) § 35 sind die allgemeinsten

ihrer Art. Man gewinnt aus ihnen wichtige, specielle Formeln, in-

dem man für m und q die niedersten Zahlenwerthe setzt. Der Fall

m = 1, (> = 1 ist offenbar auszuschliessen. Denn für m = 1 sind

die ganzen Zahlen fi, ft' und v, v' in jenen Gleichungen sämmtlich

gleich zu setzen (da sie nur bis m — 1 gehen sollen); ist ausser-

dem ^ = 1, so ist nach (21) § 34 A'= B^ {h=l, . ., p) d. h. der

Ausdruck (17) § 34 und ebenso (10) § 35 reducirt sich auf die

Einheit. Wir betrachten daher im Folgenden als die einfachsten,

speciellen Fälle 9=1, m > 1 und m = 1, (> > 1.

Der erste Fall q = 1, m> 1 führt auf die Darstellung ein-

facher Thetaquotienten durch algebraische Functionen^).

Wir schicken eine Bemerkung voraus über die Nullpunkte der Theta-

function ^/^([u]} mit der m-theiligen Charakteristik ((i). Die Definition

dieser Function war (Gl. 30 § 26):

»,M = C.&{u-^M))e ' , (1)

wo

Mi = iii %i -f- ^ttikfik {i, lc== 1, .., p).
k

Sind wie früher a/^ (i = 1, . ., p) die p Nullpunkte der Function

O"!«)) und bezeichnet man die p 0^ Punkte der Function (1) (wie bei

zweitheiliger Charakteristik) mit a,-^ (i == 1, . ., 2>), so sind diese

Punkte «/' nach (7) § 29 bestimmt durch die Congruenzen {h=l,..,p):

X, / f^WA ^ — Ma , woraus m x, / <^«a ^ 0. (2)

1) Vgl. die Anmerkung S. 247.

2) H. Stahl, Joum. für Math. Bd. 111. S. 104 ff. (1892).
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Hiernach ist die algebraische Bestimmung des Punktsystems «/*,

das der m-theiligen Charakteristik (ft) zugehört, folgende (vgl. § 29

S. 239). Man lege durch die r Doppelpunkte 8 von i^= eine Curve

%o (^) ^= ^ "^^^ hinreichend hohem Grade li, die i^ in den jo Punkten

a/° je m — 1 -punktig berührt. Die übrigen s Schnittpunkte derselben

seien «j, . ., e^. Dann lässt sich durch die r Punkte d und die s

Punkte £ ein System von Curven tiß) = ^ von demselben Grade Iz

legen, die F=0 in ^ Punkten je m — 1 -punktig berühren. Wegen
der Eindeutigkeit des Umkehrproblems entspricht nach (2) jeder m-

theiligen Charakteristik (ji) eine solche Curve %^iix) mit^ bestimmten

Berührungspunkten, nämlich den Punkten «j^, die gleichzeitig die p
0^ Punkte der zugehörigen Thetafunction Q'^l ((tt)) (1) sind. Das System

der Berührungscurven %u (pc) = enthält daher ebenso viel Curven,

als die Zahl der m-theiligen Charakteristiken (fi) beträgt, d. h. m^^

Curven, die Curve %q (x) = 0, der Charakteristik (fi) ^ (mod m) ent-

sprechend, inbegriffen.

Mit Hilfe der Punkte af {i = 1, ••,!>) ergeben sich zugleich die

0^ Punkte x^, . ., Xp der Function Q'^ ((m — e)) oder auch nach (1) der

Function '9' |tt — e M
]]

. Diese Punkte sind nach (7) § 29 be-

stimmt durch die Congruenzen

^H:
t= l „.0

oder vp-egen (2) durch (7i = 1, . ., p):

(3) y, jduk^eh,

i

SO dass der Satz IV § 29 auch für m-theilige Charakteristiken gilt.

Wir setzen nun in (17) § 34 ^ = 1 und wählen zur Verein-

fachung für die in (20) § 34 definirten Punksysteme a/ und &/ bez.

die Systeme «'^ und a^, d. h. die 0^ Punkte der Functionen '9'^((m))

und '0'v((^<)), so dass die Grössen A^' und Bk' in (20) § 34 übergehen

in (/i=l, ..,p}:

(4) A,'=^Jdu, = ^- M„ Sä=2J ^''' - ^ ^''

k=l „ *=1 aj^O

wodurch die Bedingungen (21) § 34 erfüllt sind. Dann geht der

Quotient der linken Seite von (17) § 34 gerade in -a-^, ((tt)) : -Ö"^ ((tt)) über
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und der Quotient der rechten Seite in ]/%^t (x) : Xv (x) , wo Xni^) ^^^

%v(x) die vorliin definirten, den w-theiligen Charakteristiken [i und v

entsprechenden %- Functionen sind. Man hat also die Gleichung

die genau der Gleichung (5) § 30 für zweitheilige Charakteristiken

entspricht.

Ersetzt man die Argumente Uh durch die Integralsummen (Ä.=l,..,^):

Vu=^jduu (6)

mit beliebigen ^ + 1 oberen und unteren Grenzpunkten a;, x^, . ., Xg

und a, «j, . ., a,^, so erhält man nach (10) § 35 die Gleichung

MIl _ c ^^("'^-••' ^^) TT ^^J^i \/^IE) m
»rm "^"^ X, (0.. 0.,, . ., 0.^) ij x^ (x,) y t^ {X,) ' ^'^

die eine Verallgemeinerung der Gleichung (9) § 31 für zweitheilige

Charakteristiken bildet.

Die Functionen X^ und Xv in (7) sind als Functionen von x

nach § 35 folgendermassen zu bilden. Man lege durch die r Doppel-

punkte d von F= 0, durch die p in (4) bestimmten Punkte a^^ und

die q Punkte a^, . ., a^ eine Curve X^{x) = 0, die F= noch in t

Punkten ^i, . ., ^t schneidet; alsdann durch die r Punkte d, die t

Punkte ^ und die q Punkte x^^, . ., Xq eine Curve desselben Grades

Xfi(x, x^, . ., x^ = 0. Entsprechend sind Xv{x) und Xv{Xy x^, . -,x^

zu bilden. Nach (7) hat man den Satz:

(I) Der Quotient zweier Thetafunctionen mit beliebigen,

m-theiligen Charakteristiken fi und v, deren Argumente
Integralsummen 1. Gattung mit beliebigen, oberen und
unteren Grenzpunkten Xk und «;. (k = 0, 1, . ., q) sind, lässt

sich symmetrisch in den Coordinaten dieser zwei Punkt-
systeme darstellen durch rationale Functionen in Ver-

bindung mit der m}'^°- Wurzel aus solchen Functionen,

Man kann die Gleichung (7) weiter specialisiren und dabei, wenn
man die Zahl q und die bisher willkürlichen, unteren Grenzpunkte «^

der Integrale passend wählt, die rationalen Functionen in (7) durch

Wurzelfunctionen ersetzen.
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Es sei (wie § 31, S. 252) q == p und a^, . ., ap =

d. h. = den 0^ Punkten von '9"o((w)), also (Ä = 1, . . p):

8) Vk^JdUh+^JdUh,

Die rationale Function Xf^{x, x^, . ., Xp) : Xj,,{x) ist definirt durch

ihre 2p oo^ Punkte aj,^ und a^^ und durch die p ersten ihrer 0^ Punkte,

nämlich x^, . ., Xp. Man kann nun den Nenner X^(x) ersetzen durch

Vxq (^) %!<. (^) • -"-^^^^ ^^^ ^^^® Wurzelfunction der in § 35 besprochenen

Art; sie ist von der Charakteristik ft, von der Ordnung 2p und ver-

schwindet in erster Ordnung in den 2p Punkten «/ und aj^, in der

Ordnung — in den festen Punkten, nämlich den r Doppelpunkten d

und den s Punkten £. Der Zähler X^^ix, x^, , ., Xp) muss ebenfalls

eine Wurzelfunction von der Charakteristik /li und der Ordnung 2p

sein mit denselben festen Punkten. Eine solche Function lässt sich

nach (II) § 35 durch p -\- 1 linear unabhängige Functionen derselben

Art darstellen in der Form
p

(8a) ^hVW^),
i=

WO
•P^ (^) = %,,i (^) 1,,^ (^) "^"^ ^i' + ^2' = f*

(mod m).

Bestimmt man die Coefficienten li so, dass der Ausdruck (8a)

für X = x^,

.

., Xp verschwindet, so hat man den Zähler Xi^{x, x^, . ., Xp).

Hieraus folgt
p

Xfi {x, x^, . ., Xp) :

J^ J^
X/,1 {^Xk)

=y!±?W) 1^2^) • • • • '^W'^^ •fl 'y'^ow fc (^?

und weiter aus (7) für die Argumente (8) die Darstellung

eine Verallgemeinerung von (16) § 31.

Der zweite Fall m = 1, q> 1 führt auf die Darstellung von

Thetaquotienten durch rationale Functionen und umgekehrt.

Für m = 1 werden die Zahlen ^, (i' und v, v' in (17) § 34

sämmtlich = 0. Die Bedingungen (21) § 34 lauten jetzt (Ä= l, .., p):
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V

2<""(4-^1 = (10)
1=1

und, wenn diese Bedingungen erfüllt sind, hat man nach (17) § 34
für die Argumente u die Gleichung

---&lu — Ä')) co{x, ä)n — -
, (11)

wo die Functionen a {x, a) und c? {x, h) wie im allgemeinen Fall zu

bilden sind, nur mit dem Unterschiede, dass an Stelle der m — 1-

punktigen Berührung jetzt einfaches Schneiden tritt. Unter den-

selben Bedingungen (10) folgt aus (10) § 35 für die Argumente V^

(I) § 35 die Gleichung (^ = 1, .
., q; Je = 0, 1, .

., q):

in der die Functionen ß wie in § 35 zu bilden sind. Dies gibt den

Satzi):

(II) Der Quotient zweier Thetaproducte von gleichviel Fac-
toren mit den Argumenten Uu, vermindert um Constanten

Ai und Bi, die den Congruenzen (10) genügen, oder deren
Summen in Zähler und Nenner einander congruent sind,

stellt sich als rationale Function der Coordinaten des

Punktes x dar; der entsprechend gebildete Thetaquotient
mit den Argumenten Vu als rationale und symmetrische
Function der Coordinaten der q-\-l Punkte Xk und der q-{-l

Punkte ak.

Um auch die umgekehrte Aufgabe zu lösen^), setze man zur

Vereinfachung, wie S. 300, q = p und a^, . ., ap = a^, . ., «/; nimmt
man noch x = a, so treten an Stelle von (1) § 35 als Gleichungen

des Umkehrproblems Qi=l, .
., jp):

p 3
i=^Jdu,. (13)ü

Es ist zu zeigen, wie sich

1) eine rationale Function der Coordinaten von x durch einen Theta-

quotienten der Form (11) in den %,
2) eine rationale und symmetrische Function der Coordinaten der

1) Clebsch u. Gordan, Ab. F. § 63.

2) Clebsch u. Gordan, Ab. F. § 57—59.
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p oberen Grenzpunkte x^, . ., Xp von (13) durch einen Theta-

quotienten der Form (12) in den ün darstellen lässt.

Zur Lösung der ersten Aufgabe sei Rx eine gegebene, rationale

Function der Coordinaten des Punktes x von der Ordnung und seien

«1, . ., aa die Punkte, in denen R^ den Werth Ba hat, \, . ., ha die

Punkte, in denen B^ = oo^ wird. Zwischen diesen 2(? Punkten be-

stehen nach dem Abel'schen Theorem (10) § 19 die p Relationen

ih=l,..,p):

(14) ^fdu, = 0.

Sind ferner 1^, , ., |^;_i beliebige p — 1 Punkte, die nur der Be-

dingung unterliegen, dass die durch sie bestimmte, adjungirte 9-Curve

n — 3*"° Grades durch keinen der Punkte a^ oder hk geht, und setzt

man zur Abkürzung

(15) ( / du^ —^ J diii, . ., / dup — y", I dupj = {x\xi,.., Xp)
,

SO hat man unmittelbar

^ ^
^' ^^^ 'ij ^(^11.,..,§,_!,&,)'

wo c eine von x unabhängige Constante ist.

Denn der Ausdruck der rechten Seite in (16) wird als Function

von X gleich 0^ in den 6 Punkten ük und gleich 00^ in den 6 Punkten

hk'^ er ist ferner, mit Ausnahme der letzteren Punkte in der Fläche

T allenthalben eindeutig und stetig, da die Factoren an den Quer-

schnitten von T' in Folge der Gleichungen (14) sämmtlich == 1 werden; er

kann sich daher von der Function der linken Seite nur um einen von

X unabhängigen Factor unterscheiden nach (Ib) § 6. Die Gleichung

(16) enthält die gesuchte Darstellung von R^ durch Thetafunctionen

mit den Argumenten % und gibt den Satz:

(III) Die rationale Function R^ stellt sich dar als Quotient

zweier Thetaproducte von gleichviel Factoren mit den

Argumenten Uh, vermehrt um Constanten, deren Summen
in Zähler und Nenner nach (14) einander congruent sind.

Die Darstellung (16) der rationalen Function R^ lässt sich noch

mannigfach abändern; so z. B. in die folgende Form^). Ist v eine

1) Klein, Math. Ann. Bd. 36. S. 13 u. 43 (1889).
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zweitheilige, ungrade Charakteristik, so ist %'vii l dujj nach (III) § 29

als Function von x gleich 0^ in dem Punkte x = ^ und den ^j — 1

0^ Punkten der Wurzelfunction "j/g?» {x). Man hat daher, wie aus den

periodischen Eigenschaften von 9'^
((«*)) und den Gleichungen (14) un-

mittelbar folgt, wenn man zur Abkürzung
X

Q-Ji i'du\=%-y{x, I) (16a)
((/^«l

setzt, für Bx die Darstellung

iJ.-Ä = cJ7;^l^i]. (16b)

Diese Form legt es nahe, indem man

-pyj == ^v (x) (16 c)

setzt, den aus einer Thetafunction und einer algebraischen Function

gebildeten Ausdruck

E{x, I) = a,d'r(x, I) : y^'{x)vr'i^) (16 d)

einzuführen. Derselbe hat nach (4) § 33, wenn a^ die in (8) § 33

definirte Constante bedeutet, für alle ungraden, zweitheiligen Charak-

teristiken denselben Werth. Er hat ferner die Eigenschaft, dass er als

Function von a; in T nirgends oo und abgesehen von den Verzwei-

gungspunkten und den Punkten (ic = oo, y = oo) nur = 0^ wird in

dem einen Punkte x = ^. Durch Einführung von JE(x, |) geht (16b)

über in ^j, , s

^ T~r •£'(«, 0,1.)B«-& = CJ7^^J- (16e)

Wir kehren zurück zur Gleichung (16); von ihr aus gelangt man
sofort zur Lösung der zweiten Aufgabe, die symmetrischen Functionen

der p Werthe darzustellen, die eine gegebene, rationale Function der

Coordinaten von x, etwa die obige Function B^, für die Werthe

x = x^f . ., Xp annimmt. Der Ausdruck (16) werde umgeformt, indem

man an Stelle der willkürlichen p — 1 Punkte 1^, .
., |p— i, die mit

1) Der Ausdruck E{x, |) ist von Herrn Schottky eingeführt (Journ. für Math,

Bd. 101, S, 272. Gl. XXI, 1887); er ist identisch mit der daselbst zur Darstellung

einer speciellen Gattung von Fuchs'schen Functionen benutzten Primfunction E {x, |)

und von Interesse für den Zusammenhang zwischen den Abel'schen und Fuchs'-

schen Functionen. Die Function E{x^ |) ist nahe verwandt (vgl. auch die zweite

Definition von E{x, |) in § 37, Gl. 30) mit der Primfunction, die Herr Weierstrasa

in seinen Vorlesungen zur Darstellung der rationalen Functionen und Abel'schen

Integrale benutzt hat. (Vgl. Ges. W. H S. 244. Brief an Hrn. Schwarz v. 3. Oct. 1875.)
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ihnen durch eine ^j-Curve verknüpften p — 1 Punkte einführt, die

ebenso willkürlich sind und die mit Xi, . ., Xp—x bezeichnet seien. Dies

geschieht durch die Gleichungen (10 § 29), nämlich (/i = 1, . .,|)):

jo—

1

^i ^i ^

X, { I duu-\- j dukj + 2 / duh ^ 0,
«"=1 a^O «,-0 OpO

nach denen, wie leicht zu sehen,

(ä;
I 5i, . ., 5p— 1, tt) := {a

\ Xif . ., Xp—if X),

Berücksichtigt man, dass die Function '9' gerade ist, und setzt zum

Schluss für X einen beliebigen Punkt Xp, so folgt aus (16):

7? _ 7? _ r jnr^ KI^^'--'^^)

wo Cp eine von Xp unabhängige Grösse ist. Fügt man auf der linken

Seite einen ebenfalls von Xp unabhängigen Factor hinzu, so erhält

man

(17) n(«.-^.)=«it$|t^S'

wo nunmehr C unabhängig ist von x^, . ., Xp, da sowohl der Aus-

druck der linken wie der rechten Seite symmetrisch ist in a^i, . ., Xp.

Trägt man in (17) die Werthe Uh ein, so erhält man

(18) JJ^^^'- - ^«) = ^iT-T-^T'

die Constante C bestimmt sich, indem man für a^j, . ., Xp beliebige

Punkte «1, . ., Kp setzt.

Die Gleichung (18) löst die gestellte Aufgabe. Denn die p
Werthe R^. sind die Wurzeln der algebraischen Gleichung

(19) {R. - i?.,) ..{R.- R.^) = i2^ + M,Rr' + -- + Mp = 0;

die Grössen iHfj, . ., Mp aber sind die fundamentalen, symmetrischen

Functionen der Grössen R^;.. Bildet man nun die Gleichung (18) für

p verschiedene Werthe von Ra und die zugehörigen Punktsysteme Uk,

so hat man p Gleichungen, aus denen sich in linearer Weise die p
symmetrischen Functionen M^, . ., Mp als Functionen der Argumente

Uh (13) ergeben. Hiemach besteht der Satz:
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(IV) Die symmetrischen Functionen M^, . ., Mp der p
Grössen R^^, . ., B^ stellen sich dar durch Thetaquotienten

von der Form (18) mit den Argumenten U/,, vermehrt um
Constanten, deren Summen in Zähler und Nenner ein-

ander congruent sind.

Die Gleichung (18) erhält man auch durch Vermittelung der

Integrale 3. G^ttmig; wir deuten dies nur an.

Nimmt man das Normalintegral 3. Gattung Wi,a (Satz I § 16)

zwischen den beliebigen Grenzn «; und Xi und summirt nach i von 1

bis Pj so hat man (vgl. (5) § 37)

Sind nun wieder Ok und h/c (Je = 1, . ., 6) die 0^ und oo^ Punkte der

Function J^^ — Ma, so ist nach dem Abel'schen Theorem (12) § 19

{i = 1; .
., JP):

ff ''^k

2;j <««'.« = log ^ü_^. (21)
A= l

j^
«,- a

Summirt man (21) nach i, setzt in (20) ük, hk statt a,l), summirt

nach li und vertauscht schliesslich Parameter und Argument nach

(19) § 18, so folgt durch Vergleichung der beiden Ausdrücke wieder

die Gleichung (18).

Die Darstellungen (18) führen zu einer Reihe von Sätzen über

AbePsche Functionen, die kurz zusammengestellt werden sollen;

sie bilden eine Verallgemeinerung von bekannten Sätzen über ellip-

tische Functionen (vgl. die Einleitung zum II. Theil). Wir bezeichnen,

wenn p Punkte x^, . ., Xp mit p Grössen Ui, . ., Up durch die

Gleichungen (13) verbunden sind, eine rationale und symmetrische

Function der Coordinaten der p Punkte Xi allgemein mit S(Xi, -.jXp).

Diese Function soll, wenn sie durch die Grössen Uh dargestellt ist,

eine Abel'sche Function der Argumente Uh heissen und durch

AI {Ui, . ., Up) bezeichnet sein^); wir schreiben dies

S{x„ . ., Xp) = M{U„ . ., Up) oder Six)] = AI {{U)). (22)

Es gelten dann die folgenden Sätze:

1) Im Anscliluss an eine Bezeichnung von Herrn Weierstrass, Journ. für

Math. Bd. 47. S. 291 (1853), oder Ges. W. Bd. I. S. 135.

stahl, Aborsclio Functionen. 20
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(V) Die AbePschen Functionen AI (f/i, . ., U^ sind eindeutig
und im Allgemeinen (d. h. mit Ausnahme von Werth-
gebieten von weniger als 2p Dimensionen) stetig, und
für kein endliches Werthsystem der Argumente Uu wesent-
lich Singular. Sie sind ferner 2p-fach periodisch, d. h. sie

besitzen 2p von einander unabhängige Periodensysteme,
die mit den 2p Systemen von Periodicitätsmoduln der

Normalintegrale Uh übereinstimmen.

Dies alles folgt unmittelbar aus den Eigenschaften der Theta-

functionen.

(VI) Die Ableitung einer AbeTschen Function nach einem
der Argumente Uh ist wieder eine Abel'sche Function.

Denn es ist wegen (13)

dS ^ 8S dx.

wo Si ebenfalls eine rationale und symmetrische Function der Xi und

Alj ebenfalls eine AbeFsche Function der Uh bezeichnet.

(VII) Zwischen je p -{- 1 Abel'schen Functionen, insbeson-

dere zwischen einer Abel'schen Function und ihren p
ersten Ableitungen besteht eine algebraische Gleichung.

Man erhält diese Gleichung durch Bildung einer Reihe von Glei-

chungen der Form (22) und (23) und Elimination der Coordinaten

der p Punkte x^, . ., Xp mit Benutzung der p Gleichungen F{xj)= 0.

(VIII) Jede Abel'sche Function lässt sich rational durch
p -{- l geeignete Abel'sche Functionen darstellen, ins-

besondere durch eine Abel'sche Function und deren p erste

Ableitungen.

Man erhält diese Darstellung während des im Beweis von VII

erwähnten Eliminationsprocesses.

Hieran schliessen sich weitere Sätze über die Addition, Multi-

plication und Division der Abel'schen Functionen. Setzt man,

unter Xi, yi, Zi (i == 1, . ., p) drei Punktsysteme verstanden:

0,

(24) 2'/'duu '^=^ Uh

,

^JdUhEEi Vh, ^Jduh-Wh

mit der Bedingung, dass

(24a) Wh^Uh + Vh (/i^l, .., 2>),
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so folgt nach der Umkehrung des AbeVsclien Theorems (Satz VI § 20),

dass die rationalen und symmetrischen Functionen der Coordinaten

der |) Punkte Zi rationale und symmetrische Functionen der Coordi-

naten sowohl der p Punkte Xi, wie der p Punkte iji, oder, wenn man
Satz VIII berücksichtigt, dass die Abel'schen Functionen der Argu-

mente Wh= Uh + Vh rationale und symmetrische Functionen von p-\-\

AbeFschen Functionen sowohl mit den Argumenten Uh, wie mit den

Argumenten Fa sind. Sind daher S.^{x}= k\{'ü} (p= 0, \,..,p)p-\-l

unabhängige AbeVsche Functionen und bezeichnet R\^A^^, A^, . ., Ap]

i?o, B^j . ., Bp\ eine rationale Function von 2p -\- 2 Grössen A und i>,

die sich nicht ändert, wenn man A^ bez. mit B^ vertauscht, so hat

man eine Gleichung von der Form {q, ö = 0, 1, . ., p):

Si4==B[S,ixl S,ixl .., SAx))-, Uyl SM).-. S,iy))]

oder

Al((Z7+ V))=B[MJUl A\iU)),..,AUU)y, A1,((F)), A1,((F)),..,A1,((F))]. (25)

Dies gibt den Satz:

(IX) Eine Abel'sche Function besitzt ein rationales Addi-
tionstheorem, d.h. die Function AI gebildet mit dem Argu-
mentensystem Uh + ^h, drückt sich rational und symme-
trisch aus durch ^ + 1 Abel'sche Functionen mit den
Argumentensystemen Uh und Vh.

Dasselbe folgt unmittelbar aus Satz VIII.

Aus der Gleichung für die Addition ergibt sich die Gleichung für

die ganzzahlige Multiplication der AbeFschen Functionen. Ist m
eine ganze, positive Zahl und setzt man (i, h = \^ -, P)'

2^ J duh =m^J duh oder Wh = mUh, (26)

so folgt aus (25) als Lösung der Aufgabe, eine Abel'sche Function

mit den Argumenten m Uh durch Abel'sche Functionen mit den Argu-
menten Uh darzustellen ((> = 0, 1, . ., p)'.

Al((m U)) = R [A\,iUl AUU)), . ., Al^((f7))]. (27)

Die Umkehrung der Multiplication bildet die Division der
AbeFschen Functionen, d. h. die Aufgabe, eine Abel'sche Func-

tion mit den Argumenten Uh durch Abel'sche Functionen mit den

Argumenten mUn darzustellen oder nach (26) eine rationale, symme-
trische Function der p Punkte Xi als Function der p Punkte 2i dar-

zustellen. Die Lösung dieser Aufgabe ist mehrdeutig. Denn ersetzt

man in (26) das Congruenzzeichen durch ein Gleichheitszeichen, in-

20*
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dem man zugleich auf der linken Seite ein zusammengehöriges Perioden-

system zufügt, so erhält man statt (26) (i, h == 1, • •} P)'-

(28) 2fdu^, = i 2fdu^. + 1 M,

wo

Ma = ii'hJti+^ iihCihk

ist und die Zahlen ^, fi' alle Werthe 0, 1, . ., m — 1 durchlaufen

können. Jeder m-theiligen Charakteristik (^u) in (28) entspricht ein-

deutig ein System von p Punkten Xi. Da es m^^ verschiedene m-
theilige Charakteristiken gibt, so besitzt das Divisionsproblem (28)

m^P verschiedene Lösungen.

Weitere Fragen betreffen den Zusammenhang zwischen

diesen ni^P Lösungen und die Beziehungen derselben zu den

Lösungen des speciellen Divisionsproblems (Theiluug der Perio-

den), das entsteht, wenn man in (28) die Punkte ^j^, .., 0p mit ccj^,.., a/

zusammenfallen lässt. Dies Problem ist schon früher, z. B. Gl. (4), auf-

getreten in der Form

(29) ^j^«"-^'^^'

WO die p Punkte «1° gegeben sind und die Coordinaten der p Punkte

o;,« (i = l^ . .f p) oder auch ihre rationalen und symmetrischen Func-

tionen durch die p Punkte «j" darzustellen sind.

Zwischen dem allgemeinen und dem speciellen Theiluugsproblem

besteht ein Zusammenhang, den wir nur andeuten^). Gehören in (28)

zu einem Periodensystem M/, die Lösungen x^, . ., Xp, zn einem anderen

Periodensystem M/i die Lösungen x^, . ., Xp und gehören in (29) zu dem

Periodensystem M/, — M/l die Lösungen a^'"', . ., a'"''', so erhält man

aus den zugehörigen Gleichungen durch Elimination der 0i

(30) ^Jduu +^jdun ~ 0,

d. h. nach dem Abel'schen Theorem (IV § 20): Kennt man die sämmt-

lichen Lösungen des speciellen Theilungsproblems (29) und die Lösung

x^, . ., Xp des allgemeinen Theilungsproblems (28) für ein Perioden-

1) Clebsch u. Gordan, Ab. F. § 68 fi'.
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System M/j, so ergeben sich daraus auf algebraischem Wege die

Lösungen x^^ -, Xp des allgemeinen Theilungsproblems für jedes

andere Periodensystem M^. Man kann diesen Zusammenhang besonders

einfach aussprechen, wenn man die Lösung des speciellen Theilungs-

problems von einer einzigen Gleichung abhängig macht, wie dies in

§ 32 für m = 2 durch die Gleichung R(r) = vom Grade 2^p in r

geschah. In ähnlicher Weise hängt die Lösung des speciellen Thei-

lungsproblems (29) von der Lösung einer einzigen Gleichuug P(p) =
ab (der sogen, speciellen Theilungsgleichung), die vom Grade

m^P — 1 in () ist (da hier das System aP gegeben ist) und die Lösung

des allgemeinen Theilungsproblems (30) von einer einzigen Gleichung

T(t) == (der sogen, allgemeinen Theilungsgleichung), die

vom Grade ni^P in r ist, und es gilt der Satz:

(X) Jede Wurzel r' der Gleichung 7 = stellt sich dar in

der Form r'= 0(r, q), wo & eine gewisse, rationale Func-

tion von t und q ist und r irgend eine Wurzel von T = 0,

Q aber eine bestimmte Wurzel von P == ist. Man erhält

alle Wurzeln t' der Reihe nach, wenn man für q der Reihe

nach alle Wurzeln von P = setzt.

Hieraus folgt: Die allgemeine Theilungsgleichung T = ist eine

Abel'sche Gleichung und algebraisch (durch W^urzelziehen) lösbar,

wenn die specielle Theilungsgleichung P = gelöst ist. Die letztere

Gleichung lässt sich zwar mit Hilfe der Relationen, die zwischen

ihren Wurzeln q bestehen (und die von ähnlicher Art sind wie für

die Wurzeln der Gleichung R = im Fall m =^ 2), auf einfachere

Gleichungen zurückführen, aber nicht algebraisch lösen.

§ 37. Beziehungen zv^ischen Thetafunctionen und Abel'schen

Integralen.

Li § 35 wurden unter Voraussetzung der Gleichungen (A= 1 , . . , ^>)

:

^jdun = Vu (1)

Beziehungen zwischen Thetafunctionen und algebraischen Functionen

betrachtet. Ebenso sollen jetzt Beziehungen zwischen Thetafunctionen

mit den Argumenten Vh und Abel'schen Integralen, gebildet mit den

Coordinaten der Punkte Xk, untersucht werden. Es wird sich zeigen,

dass die Darstellung von log-O'^fF)) auf Integrale 3. Gattung führt,

die der ersten Ableitungen von log %'^ (( F)) nach den Argumenten V?,
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auf Integrale 2. Gattung und die der zweiten und höheren Ableitungen

von logO-^fF)) iaach den Fa auf rationale Functionen, alle diese Aus-

drücke symmetrisch gebildet in den Coordinaten der Punkte Xk- Um-
gekehrt erhält man gleichzeitig die Darstellung von Integralen

3. Gattung, von Integralen 2. Gattung und von algebraischen Func-

tionen durch Logarithmen von Thetafunctionen mit den Argumenten

Vh und durch die ersten und höheren Ableitungen dieser Logarithmen

nach den Argumenten Vh.

Wir gehen aus von dem Thetaquotienten^) (* = 1, . ., 2?):

X Ij X tji

(2) ^, {Jdu -^Jdu) : &, Ifdu -^fdu)) ,

i i

in welchem /x eine beliebige, m-theilige Charakteristik, ^^ und rii

(i = 1, .
., p) sowie X beliebig gegebene Punkte seien und a^"

(t = 1, .., p) die p 0^ Punkte der Function -^^((m)) (1) § 36. Der

Ausdruck (2) wird, als Function von x betrachtet, in der Verzwei-

gungsfläche T gleich 0^ in den p Punkten |i und gleich oo^ in den

P Punkten rii (nach (3) § 36); er hat ferner an dem Querschnitt üh

von T' den Factor 1, an &a nach (10) § 26 den Factor

(3) c
' '''•

.

Betrachtet man andrerseits den Ausdruck

X

(4) e''
,

in dem w^.^. ein Normalintegral 3. Gattung mit den Unstetigkeits-

punkten rii und |j ist und y ein beliebiger Punkt, so wird derselbe,

als Function von x betrachtet, in T ebenfalls gleich 0^ in den p
Punkten 1,-, gleich <x^ in den p Punkten i^,- (nach (I) § 16) und hat

an den Querschnitten au von T' den Factor 1, an &/, den Factor (3)

(nach (15) § 18). Der Quotient von (2) und (4) ist daher eine Func-

tion von ic, die in der Verzweigungsfläche T allenthalben stetig ist;

er ist also nach (Ib) § 6 eine von x unabhängige Constante. Be-

stimmt man diese durch die Substitution x = y und geht vom
Numerus zum Logarithmus über, so hat man die fundamentale

Gleichung (i = 1, . ., p):

1) Riemann, Ges. W. S. 130.

I
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X ?i y Vi

log ~ -|—-ZJ ^'^"' ^'' ^2, J "^'^y^
'

(^)

»jSdu-2Sdu}&jSdn-2jdu} ' ^ '
''<

' a i ^u ' a i ^^/u

i i

Dabei sind in den Integralsummen der 3. Gattung bestimmte lutegra-

tionswege vorausgesetzt. Der letzte Integralausdruck in (5) geht aus

dem vorletzten hervor durch den Vertauschungssatz von Parameter

und Argument bei den Integralen 3. Gattung (Gl. 19 § 18).

Die Thetafunctionen in (5) enthalten p-gliedrige Integralsummen

1. Gattung, deren obere Grenzpunkte ^i und t^,- beliebig sind, während

die unteren Grenzpunkte a^ von a abhängen. Mit Hilfe des Abel'schen

Theorems gewinnt die Gleichung (5) eine allgemeinere und symme-

trischere Form^). Versteht man nämlich unter x^, . ., a;,; y^, . ., yq]

tt^, . ., «2 drei Systeme von je q beliebigen Punkten und definirt die

p Punkte I,-
und rii in (5) durch die Congruenzen Qi = 1, . ., p):

< t

so ist

2//t

Aus dem ersten System (6) folgt nach IV § 20 die Existenz

einer rationalen Function der Coordinaten von x, die in den q -\- ^
Punkten cck und «^ gleich oo^ und in den q -{- p Punkten Xk und 1^

gleich 0^ wird. Der Nenner X^(a;) dieser Function wird erhalten,

indem man eine Curve Xf,{x) = bestimmt, die durch die r Doppel-

punkte d von F = 0, durch die p Punkte af und die q Punkte a^

hindurchgeht. Diese Curve wird F=0 noch in weiteren Punkten

gl, . ., ^t schneiden. Legt man nun durch die r Punkte d, die t

Punkte C und die q Punkte x^, . ., Xg eine Curve desselben Grades

Xfi(x, x^, . ., Xq) = 0, so sind die p letzten Schnittpunkte derselben

nach (6) gerade die p Punkte |;. Die Functionen Xu (x) und X^, {x, x^,.., Xg)

sind genau dieselben, die auf S. 299 gebildet wurden. Entsprechend

erhält man zu dem zweiten System (6) eine Function, deren Nenner

wieder durch die Curve Xf.i{x) = und deren Zähler durch eine Curve

1) H. Stahl, Journ. für Math. Bd, 111. S. 102 if. (1892).
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^h{^> Vi) •} l/i) = bestimmt ist, die durch die q Punkte ^^, . ., y^
gelegt ist und alsdann F =0 gerade noch in den p Punkten rji

schneidet. Der Quotient Xf,(Xi, .., Xg) : Xf,(x, y^, . ., y^) ist die nach

(7) existirende, rationale Function, welche die q -{- p Punkte Xk und

^i zu 0\ die q-\- p Punkte yk und tji zu oo^ Punkten hat. Diese

Function gibt nach dem Abel'schen Theorem für das Integral 3.

Gattung tVyx (V § 19) die Gleichung:

(8) i-ji.. +2-/1. = log i|:-i|i::^|>(^i^:.'^-i^»)

.

'h 'Jk

Ersetzt man nun in (5) die Punkte |j und rii nach (6) und (8)

durch die Punkte Xk und y^ und schreibt zur Abkürzung

(9)

L-— n *^
1— n t/

«Ä

so erhält man

(10)

^^[^> 2/.. • ' yqY^^uVy^ ^1.

., aj^j

,

y,]

^J

dw., + log 54^-^^i-L4^4^ij/-_^)

oder, wenn man die willkürlichen Punkte y,yi, . ., y^ gleich a, a^,

.

., a^

setzt, den von x unabhängigen Theil absondert, den Satz von der Ver-

tauschung von Parameter und Argument bei Integralen 3. Gattung

(VI § 18) anwendet und berücksichtigt, dass X^,{x, «i, . ., a^= X|,^{x) ist,

log ^f,\x, x^, .., Xq] — log ^^.{x}

9 /.

dw^^a^-\-\og X^{x, x„ . ., Xg) — log X^{x) + a^,

Avo C/t eine von x unabhängige Grösse ist. Durch Hinzufügung von
Gliedern, die ebenfalls von x unabhängig sind, erhält man

(11)

log
&^,\x, x„...,x^-\

*/fc

X^,{x, X,,..., Xg)

-22 j^'^^-i
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wo in der Doppelsumme der rechten Seite die Glieder, für welche

i == Je ist, ausgeschlossen sind und jede Combination i, h nur einmal

zu nehmen ist, was durch das Komma an dem Summenzeichen an-

gedeutet sei. Die Grösse Ä^ ist unabhängig von x, x^, . ., x^, da die

Ausdrücke auf beiden Seiten in (11) für diese Punkte symmetrisch
gebildet sind; sie bestimmt sich am einfachsten durch die Substitution

X, x^, . ., Xq== a, «1, . ., o;^; man erhält

^, = logJ^)^(ü^), (12)

da die Integralsumme auf der rechten Seite in (11) durch die Sub-

stitution verschwindet.

Es bleibt noch -O'^Ja^J zu bestimmen. Hierzu setze man in (5)

Xk für X, ferner y = a, 1^ = a« und für n^, . ., r}p p Punkte
&J,

. ., 6%
definirt durch die Congruenzen (/^ = 1, .

., j)):

22jJäu,=Jdu,. (13)

Danu erhält man, wie leicht zu sehen,

k

log^,M - log^,((0)) =2j / dw^^^ -12 i"^^'"^- (1^)
'=1 !1. h=i'J

a<"

Die p Punkte ¥. lassen sich aus (13) auf 2^p Arten bestimmen-,

es ist gleichgültig, welches dieser Systeme man wählt. Von der Be-

stimmung von ^^((0)) durch invariante Klassenmoduln war schon in

§ 33 die Rede. Trägt man die Werthe (14) und (12) in (11) ein, so

hat man die Darstellung von

log ^^\x, x^, . ., X,] = log ^,,(Fi, . ., Vp) (15)

durch Integrale 3. Gattung und algebraische Functionen; sie enthält

den Satz:

(I) Der Logarithmus einer Thetafunction mit beliebiger,
m-theiliger Charakteristik, deren Argumente Integral-
summen erster Gattung mit einer beliebigen Zahl

(? + 1

von Gliedern und mit beliebigen oberen und unteren
Grenzpunkten Xk und «^ (^ = 0, 1, . ., q) sind, lässt sich
symmetrisch in den Coordinaten dieser zwei Punktsysteme
darstellen durch Logarithmen von rationalen Functionen
und durch Integrale dritter Gattung, deren Grenz- und
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Ünstetigkeits-Punkte ausser Xk und Uk selber nur noch

Punkte enthalten, welche von Xk und aj. algebraisch ab-

hängen.

Sind (fi) und (v) zwei verschiedene, m-theilige Charakteristiken,

so folgt aus (11) mit Rücksicht auf (5) § 36 wieder die Gleichung

(7) § 36 und der Satz I § 36.

AVir kommen weiter zur Darstellung der Ableitungen von

log '9'/(((F)) nach den Argumenten F/,.^) Hierzu setzen wir q=p,
also (/i = 1, . ., p):

p ,fk

(16) Vn=^Jdu,.

Zunächst erhält man aus (14) durch Differentiation nach ic^, wenn

tx, ein Normalintegral 2. Gattung mit dem Un Stetigkeitspunkt Xk ist

(§ 16) (*, Ä==l, ..,p):

^ -* ^k ^^ ^Tx^Kk dx, '^ ZjJ "^^-k — ^ ^ f"' fe/r,.
*

i i
'^

i ,, h

i

wobei ö— nach (13) bestimmt ist aus
^^k

^ VaicA* dx. i KdxJ^k'
i

l K

P'erner ergibt sich aus (11)

wo das Komma am Summenzeichen andeutet, dass der Werth i = li

auszuschliessen ist.

Trägt man den Werth (17) in (18) ein, so folgt ein Ausdruck

für (k = 0, 1, . ., jp):

oder für

(20) (^ log -^^((F)) =- Pt^oJ + T^dx^ H h P^(?a:^,2)

1) Riemann, Ges. W. S. 132 und die Ausführungen von Thomae, Journ.

für Math. Bd. 66. S. 94 ff. (1865) und Bd. 71. S. 212 ff. (1869).

2) Weierstrass, für hyperelliptische Functionen, Journ. für Math. Bd. 47.

S. 300. Gl. 35 (1853).
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wo die Fk aus lutegraleu 2. Gattung und algebraischen Functionen

in den Punkten Xk und Uk Qc = 0, 1, . ., p) gebildet sind. Schreibt

man die Gleichungen (19) in der Form (k = 0, 1, .., p):

h= X *
(1^)\t dj I X= Xk

(21)

du. du.
und setzt abkürzend I -,s— ) == w— , so fol^jt

\CXlxj, CX^^ O

dx

duy

^1 ä^
du^

dxi

dup

dx„

= 0.

Lässt man in (21) die erste Gleichung Qc

so folgt (h = 1, . ., p):

^=2±'^
dx^^i

(22)

0) weg und setzt

(23)

(24)

Diese Gleichung enthält den Satz:

(11) Die ersten Ableitungen von log ^^,((F)) nach den Argu-
gumenten Yu (16) stellen sich dar durch Integrale zweiter
Gattung und algebraische Functionen, symmetrisch ge-

bildet in den Coordinaten der oberen und unteren Grenz-
punkte Xk und ak Qc = Oj 1, . ., p) der Integralsummen F^.

Auf gleichem Wege ergeben sich aus (24) die höheren Ableitungen

von log-O-^fF)) nach den V,,. Auf der rechten Seite in (24) kommt
die Variable x nur in den Grössen Pi (l = 1, . .,p) vor und zwar ist

nach (18) in Pi der von x abhängige Theil

dlog X^^(^x, X,, . ., Xp)

dx,

Daher erhält man durch Differentiation von Pi nach x

d^^og X^,(x, X, , . ., Xp)

dx^dx
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und dieser Ausdruck ist eine rationale Function von x, x^, . ., Xp.

Aus (24) folgt nun

wo die rechte Seite wieder eine rationale Function in x, x^, . ., Xp

ist. Bildet man die entsprechende Gleichung statt für x für x^, . -jXp,

so hat man ein ähnliches System wie (21), aus dem sich durch Auf-

lösung die Werthe der zweiten Ableitungen von log O-^, (( F)) nach

den Vh ergeben. Hiernach gilt der Satz (vgl. (22) § 36):

(III) Die zweiten Ableitungen von log ^^,((F)) nach den Argu-
menten Vh (16) stellen sich dar als rationale und symme-
trische Functionen der Coordinaten der p -j- 1 Punkte

X, Xj^, . ., Xp. Sie sind also 2j)-fach periodische oder Abel'-

sche Functionen der Argumente Fa.

Durch Wiederholung des Differentiationsprocesses erhält man

ebenso die dritten und höheren Ableitungen von log'S'^fF)) nach

den V/, als rationale und symmetrische Functionen der Punkte

X, Xi, . ., Xp oder als Abel'sche Functionen der Argumente Vn-

Die entwickelten Gleichungen enthalten nun auch umgekehrt die

Darstellung von Abel'schen Integralen^) und rationalen

Functionen durch Logarithmen von Thetafunctionen mit be-

liebiger, w-theiliger Charakteristik und deren Ableitungen.

So hat man in (10) die Darstellung einer Summe von q Integralen

3. Gattung mit denselben Unstetigkeitspunkten, aber beliebigen, oberen

und unteren Grenzpunkten und, wenn man nach x differenzirt, die

Darstellung einer Summe von q Integralen 2. Gattung mit demselben

Unstetigkeitspunkt und beliebigen Grenzpunkten. Hierin ist auch die

Darstellung eines einzelnen Integrales 3. oder 2. Gattung durch Theta-

functionen enthalten, wenn man g* = 1 setzt, nämlich:

-S-^^Ca;, x,'\ &^[y, y,] X^^{x, x^) X^^(y, y,)

(26) / dw,. = log ^4^-^4^^ - log r-^^(a;, Vi) x^iy, a^i)'

(^^0 Jdt:,— ^^ &[x,y,\ dx X^{x,y,)'
Vi

Aus der letzten Gleichung erhält man durch Differentiation nach

Xi die Darstellung einer rationalen Function

1) ßiemann, Ges. W. S. 132.
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/dt\ d^ log d^ log

fel=.. ==
doTd^,

^-^ t^' ^^^ - W^d^ ^"(^' ^0- (28)

Ans (26) ergibt sicli auch der Vertauschungssatz der Integrale 3.

Gattung (19) § 18, da man ^i mit x und x^ mit y vertauschen kann,

ohne dass sich die rechte Seite der Gleichung ändert. Ebenso folgt

aus (28) der Vertauschungssatz für die Differentiale 2. Gattung

(17) § 18.

Da sich nach (II) § 17 jede rationale Function von x als Summe
von Integralen 2. Gattung darstellen lässt, so kann man nach (27)

eine solche Function auch durch die ersten logarithmischen Ableitungen

von Thetafunctionen darstellen.

Man kann die Darstellung (26) des Integrals 3. Gattung durch

Thetafunctionen noch mannigfach abändern; man braucht z. B. nur

die Riemann'sche Gleichung (5) zu specialisiren. Setzt man in der-

selben statt der allgemeinen, m-theiligen Charakteristik (i eine zwei-

theilige, ungrade Charakteristik v und demgemäss «"= a(§29. S. 239);

setzt man ferner ^,- = tji = a^ (i = 1, . ., jo — 1), schreibt schliess-

lich t,, ri für ^p, rjp und benutzt wieder die Abkürzung (16a) § 36,

so folgt:

n y

wo E{Xj I) die in (16 d) § 36 eingeführte Primfunction ist.

Die Gleichung (29) führt zu einer zweiten Definition der Func-

tion E. Setzt man nämlich in (29) x = i, -\- (?|, y == r] -\- dtj und

wendet die Formeln (5—8) § 33, sowie die Bezeichnung (16 c) § 36

an, so erhält man, wenn zur Abkürzung

y

dw,j^ = wy'i

gesetzt und lim ä^ == 0, lim (171=0 genommen wird

_ e '/ s- =

und hieraus statt (16d) § 36

[E{1, ri)Y =-e 1 ^ dl dr]. (30)

Hier ist also E(^, rf) aus dem Integral 3. Gattung durch einen Grenz-

übergang definirt^).

1) Diesen Grenzübergang gibt Herr Schottky (Journ. für Math. Bd. 101.
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An die Darstellung der Abel'sclien Integrale durch Thetafunc-

tionen schliessen sich endlich die Gleichungen für die Addition der

Abel'schen Integrale^) an, analog gebildet den Gleichungen für

die Addition der Abel'schen Functionen (25) § 36. Setzt mau wie

dort (i, h = 1, . ., p):

(31) ^ J
du,, E^Uh, ^ J duu = Fä

, ^ I du,, = W,,

,

(32) W, = Un + r„

und bildet aus einem Normalintegral 3. Gattung w^^y^ und ebenso aus

einem Normalintegral 2. Gattung t^^ Summen je mit denselben oberen

Grenzen wie in (31), so lassen sich diese Sumuien nach (5) als Func-

tionen der Grössen U,,, V,,, Wh auffassen. Wir bezeichnen diese Func-

tionen in der folgenden Weise:

Schreibt man die Gleichungen (31, 32) (i, /«.= 1, . ., p):

^ \ I dUh + / du,^ ^ 0,

so folgt aus der Umkehrung des Abel'schen Theorems (IV) § 20, dass

eine rationale Function B^ von der Ordnung 2p existirt, die in den

Punkten Xi und yi gleich 0\ in Zi und «j" gleich oo^ wird. Das

Abel'sche Theorem für die Integrale 3. und 2. Gattung gibt alsdannO OD
die Gleichungen

^ [j dW^^yo +j dW^^y^ == log i2^„ — log Ry^,

'

^i Vi

Führt man aber links statt x,, yi, Zi die Werthe ü,,, Vu, Wu ein,

so folgt

S. 242. 1886) für einen specielleü, Herr Klein (Math. Ann. Bd. 36. S. 11. 1889)

für den allgemeinen Fall. Die durch (30) definirte Function steht in naher Be-

ziehung zu der von Herrn Weierstrass in seinen Vorlesungen benutzten Prim-

function E{1^, rj). (Vgl. Ges. W. 11. S. 244. 1875).

1) Weber, Journ. für Math. Bd. 70. S. 209 (1869),



§ 37. Beziehungen zwischen Thetafunctionen und Abel'schen Integralen. 319

^.0.0 ((c^+ y} - p^.vXm - p^.vÄy} = log i?.„ - log r,^, (34)

^x. ((
U + V)) - Z.,

(( ü))
- Z.„ (( F)) = (^^X^ (35)

und der Satz:

(IV) Die Functionen P^^y^ und Z^^, gebildet in den Argu-
menten üh -f" V'') drücken sich aus durch dieselben Func-
tionen, gebildet in den Einzelargumenten ün und Vn in

Verbindung mit algebraischen Functionen oder Loga-
rithmen von algebraischen Functionen.

Die Gleichungen (34) und (35) heissen das Additionstheorem
der Normalintegrale 3. und 2. Gattung. Aus ihnen und dem
Additionstheorem der AbeVschen Functionen ergeben sich entsprechende

Additionstheoreme für die allgemeinsten Abel'schen Integrale.



Achter Abschnitt.

Die lineare Transformation der Thetafanetionen.

Die Untersuchungen der Absclmitte I—III hatten eine bestimmte,

algebraische Gleichung F{oß, y) = zur Grundlage und es wurde im

Abschnitt IV der Einfluss untersucht, den die eindeutige Transforma-

tion, welche die Gleichung F(x, y) = in eine äquivalente Gleichung

Fl (iCi , 2/i)
== überführt, auf die Darstellung der rationalen Functionen

und der Abel'schen Integrale hat, wobei diejenigen Bildungen von

Wichtigkeit sind, welche dieser algebraischen Transformation gegen-

über invariant sind. In ähnlicher Weise hat die Lösung des ümkehr-

problems in den Abschnitten V—VII ein bestimmtes, kanonisches

Querschnittsystem {a, b) der Verzweigungsfläche T' zur Voraussetzung

und es ist in dem letzten Abschnitt VIII der Einfluss zu untersuchen,

den die Ueberfülirung eines kanonischen Querschnittsystems {a, h) in

ein anderes («', &') derselben Fläche T' auf die Darstellungen des

Umkehrproblems hat, wobei wieder diejenigen Bildungen von Wichtig-

keit sind, welche dieser transcendenten Transformation gegenüber in-

variant sind.

Einem bestimmten, kanonischen Querschnittsystem (a, h) ent-

spricht nach (XI) § 15 ein bestimmtes System von p Normaliutegralen

1. Gattung Uh und ein bestimmtes System von Periodicitätsmoduln

a/,]c an den Querschnitten h^ oder auch nach § 27 und 31 ein System

von Thetafunctionen Q'fi([u, a)) mit zweitheiliger Charakteristik ^ und

mit bestimmten Argumenten % und Moduln a^k- Dem Uebergang

von einem kanonischen Querschnittsystem (a, h) zu einem beliebigen

andern («', h') der Fläche T' entspricht nun eine sogen, lineare

Transformation der Thetafunctionen. Dieselbe besteht darin,

dass jede Thetafunction 0'f,([u, «)) mit den Argumenten W/,, den Moduln

tthjc und der Charakteristik (i, abgesehen von einem Exponentialfactor,

übergeht in eine bestimmte Thetafunction ^viv, h} mit anderen Ar-

gumenten Vk, anderen Moduln Ink und anderer Charakteristik v. Es

ist die Aufgabe, diese Beziehungen zwischen den ursprünglichen und
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den transformirten Thetafunctionen und ihren Elementen aufzustellen

und die dabei auftretenden, auf die Charakteristiken bezüglichen, in-

varianten Bildungen zu ermitteln.

Wir betrachten zuerst in den §§ 38 und 39 die der Verlegung

des Querschnittsystems entsprechende Transformation der Perioden

und Periodencharakteristiken, dann in den §§ 40 und 41 die ihr ent-

sprechende Transformation der Thetafunctionen und Thetacharak-

teristiken.
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(3)
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so folgt, wenn man Verticalreihen mit Verticalreihen multiplicirt und

die Gleichungen (6) berücksichtigt, z/^ == m^P oder, da ^ = -j- 1 sein

muss, w = + 1 . Zur Entscheidung über das Vorzeichen von m be-

nutze man den Satz II § 15, nämlich: Zerlegt man die Perioden d^s

Integrals Wk in ihre reellen und imaginären Theile und setzt Aa= Äiu

-\- iÄa u. s. w., so müssen die Summen

^{Äa%i.— BnÄa) und ^(/aSl- — ^alu) (7)

i *

«yleichzeitig positiv sein. Trennt man aber in (2) Reelles und Imagi-

näres und trägt die Werthe in den zweiten Ausdruck (7) ein, so er-

hält man unmittelbar mit Rücksicht auf (6)

^{Ä'ikB'ik - B'aÄa) = m^{ÄaBa — Bala),
i

»"

wonach in der That w = + 1 sein muss^). Zugleich folgt, dass die

Determinante, gebildet aus den 4jp^ reellen und imaginären Bestand-

theilen Äa, Äik, Biu, Bik gleich ist der Determinante, gebildet aus

Ä'ik, A'ik, B'ik, B'ik-

Nennt man ein Zahlensystem (a, ß, y, d), das den Gleichungen

(6) genügt, ein kanonisches Zahlensystem, die Determinante zl dieser

Zahlen eine kanonische Determinante und die zugehörige, lineare

Transformation (2) der Perioden eine kanonische Transformation,

so hat man den Satz:

(I) Jedem Uebergang von einem kanonischen Querschnitt-

system in ein anderes entspricht eine kanonische Trans-

formation der Perioden.

Es ergeben sich noch zwei weitere Eigenschaften der kanonischen

Determinante, nämlich:

(la) Vertauscht man in einer kanonischen Determinante die

Verticalreihen mit den Horizontalreihen, so erhält man

wieder eine kanonische Determinante.

Wegen (6) hat man nämlich als Auflösung des Systemes (2)

offenbar die Gleichungen (ft = 1 , •
,
p)'-

1) Die Gleichheit der beiden Ausdrücke (7) folgt auch daraus, dass beide

den Inhalt der Fläche S darstellen, die man erhält, wenn man die Fläche T' mit-

tels des Integrals to^ conform abbildet (s. Bemerkung S.115), und dabei das eine

mal die Fläche T' von den Querschnitten («^ &,.), das andere mal von (a'., h'^

begrenzt denkt.
21*
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(8) An = ^{d^aiA'/,k — ßfciB^k), Bik= ^(— y^i-4/t-t + ct^iB'^i)

.

Die Vergleichung mit (2) zeigt, dass man in den vorstehenden,

wie in den folgenden Gleichungen stets die Grössen

(9) -4^a-j ^fik, Aik, Sik, cciH, ßi/ii, fi/ii, dif^

gleichzeitig vertauschen kann bez. mit

(ya) AfiJcj -Dfik) A-ikj Jjik) ^fiij r/'i;
'~~

y^ii j t^fii'

Durch diese Vertauschung ergibt sich aus (6) ein äquivalentes

System von Gleichungen, nämlich

(10)
i i

^ 4-1, wenn fi = v

,

•^--' "^

I / A / Q^ wenn ji :> v

.

Die Vergleichung von (6) mit (10) beweist unmittelbar den Satz

(la). Ferner gilt der Satz:

(Ib) Bildet man aus den adjungirten Gliedern einer kano-

nischen Determinante wieder eine Determinante, so ist

diese ebenfalls kanonisch.

Denn löst man die Gleichungen (2) direct auf und vergleicht die

Auflösung mit (8), so folgt, wenn die ünterdeterminanten von ^ (4)

bezüglich der Elemente a»^,, ßi^, y^^, diu mit o,^, jS^^, j^^,, d^ be-

zeichnet werden,

(10a) Oi^ == di/^
, ßi^ = — yt> , Vi^ = — /3,> , ^> == a,> .

Daher hat man für die ünterdeterminanten a,-^,, /3,-^, yj^, d»^ die-

selben Gleichungen (6) oder (10), wie für die Elemente «j^^, /3;^, y,-^,,

^j>, womit der Satz bewiesen ist.

Zugleich folgt aus (10a), dass die Gleichungen (6) oder (10) nichts

anderes sind als die bekannten Relationen zwischen den Elementen

einer Determinante und den entsprechenden Elementen der zugehörigen,

adjungirten Determinante.

Es soll nun die kanonische Transformation der Perioden näher

untersucht und im Anschluss daran die Umkehrung des Satzes I ge-

geben werden.

Wir betrachten zuerst die Zusammensetzung zweier kanonischer

Transformationen. Führt man zwei Uebergänge von einem kanonischen

Querschnittsystem in ein anderes nach einander aus, so lassen sich

dieselben offenbar in eine solche Veränderung zusammenfassen. Ent-

sprechend lassen sich die zwei zugehörigen, kanonischen Transforma-
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tionen in eine solche Transformation zusammenziehen. Dabei ergibt

sieh ein einfaches Gesetz für die Bildung der zusammengesetzten

Transformation. Es sei

Avk= X, ((XrfiAftk-{-ßvnBf,k), Srk = X, {Vvß-^n k+ ^vu Bi,, k), (Ha)

Äik= X, («»vXi + ß'ivBU) , Bij, = ^, {y'ivA'rk + 8'irB'vk) (11 b)
V V

und es folge durch Zusammensetzung

Äi'k=^ {cc'i^cA^

k

+ /3;; Bf,k) , B'/k =^(r'i'^^ Ä^k+s'/f, J5^ *) • ( 1 1 c)

Trägt man die Werthe (Ha) in (Hb) ein und vergleicht mit

(11c), so erhält man die Relationen

V V
(12)

Hieraus folgt der Satz:

(11) Die Zusammensetzung zweier kanonischen Transforma-
tionen von den Determinanten z/ und z/' gibt wieder eine

kanonische Transformation von der Determinante ^"
. Die

Elemente der letzteren werden erhalten, indem man die Ver-

ticalreihen der Determinante /] mit den Horizontalreihen

von ^' multiplicirt.

Man kann diesen Process der Zusammensetzung kurz durch die

Gleichung z/" = JJ' andeuten. Dabei ist zJ/l' von z/'z/ im All-

gemeinen verschieden. Zu jeder Transformation z/ gibt es eine zweite

z/~^ derart, dass JA~'^ = A~^A= 1 . Die Transformation z/~^ heisst

die inverse Transformation von z/; ihre Elemente sind bestimmt

durch

Denn trägt man diese Werthe der a, ß', y ,
8' in (12) ein, so erhält

man nach (6) au = djl == 1 (i = 1 , . ., p), während alle übrigen a",

ß'\ y", ^" gleich sind. (q. e. d.)

Es gilt ferner, wenn man eine Transformation kurz durch ihre

Determinante charakterisirt, der Satz:

(in) Jede allgemeine, kanonische Transformation z/ der

Perioden lässt sich aus gewissen, elementaren Transforma-

tionen Si, .., Sm zusammensetzen.

Diese elementaren Transformationen S sollen dadurch definirt sein,

dass sowohl in den ä wie in den inversen Transformationen S~^ die Trans-
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formatioDscoefficienten nur aus den Elementen und 4; 1 bestehen.

Es ist nachzuweisen, dass

zi^S,S,..S„, oder ^S-^S-^^ . . S-'S^' = 1

,

so dass die Aufgabe darauf hinauskommt, die gegebene Transformation

^ durch Zusammensetzung mit elementaren Transformationen der an-

gegebenen Art auf die Identität 1 zurückzuführen. Hierzu genügt es,

mit einigen, wenigen Typen von elementaren Transformationen zu

operiren und diese Operationen selbst auf die Transformationsdeter-

minanten zu beschränken. Wir betrachten folgende Typen von Deter-

minanten mit den Elementen a, ß, y, d.

2\: Es ist an = da = 1 (i = 1 , . ., j)) und ßmm = + ^ ^^^' ^inen

bestimmten Zeiger m; alle übrigen Elemente sind 0.

Tg: Es ist ccii = da = 1 (i = 1, • ., jp) und ymm = iji 1 füi^ ein be-

stimmtes w, alle übrigen Elemente sind 0.

Tg: Es ist an = d,i = 1 (i = 1, .., p) und a,nn == + 1; ^nm=+ 1

für ein bestimmtes Zeigerpaar m, n ; alle übrigen Elemente sind 0.

T^'. Es ist «ij= dji=1 (i ==- 1 , •
. , i?) mit Ausnahme von «„«,„= 8,n « ==—

1

für ein bestimmtes m; alle übrigen Elemente sind 0.

Die elementaren Transformationen 1\, T^, Tg, T^ sind kanonisch;

zugleich sind die inversen Transformationen wieder von einem dieser

vier Typen. Betrachtet man nun die Wirkung, welche auf eine ge-

gebene Transformationsdeterminante z/ mit den Elementen «a-, ßik,

Yik , 8ik ausgeübt wird, wenn man sie mit einer zu Tj, T^, T^, 1\ ge-

hörigen Determinante multiplicirt (wobei jedesmal die Horizontalreihen

der gegebenen Determinante z/ mit den Verticalreihen der elementaren

Determinante multiplicirt werden), so ergibt sich Folgendes:

T^: Man kann in /^ die w*® Verticalreihe zur p-\-m}^^ addiren oder

von ihr subtrahiren.

Tg: Man kann in ^d die jp -f"
*^*^ Verticalreihe zur m'®"^ addiren oder

von ihr subtrahiren.

Tg: Man kann in ^ die m^ Verticalreihe zur w*®° addiren (subtra-

hiren) und gleichzeitig die p -j- n*® von der p -{- m^^^ subtrahiren

(addiren).

T4: Man kann in einer Determinante, die nur noch die Diagonal-

glieder an und da enthält, gleichzeitig die Vorzeichen eines

Paares amm und d;«,« umkehren.

Durch wiederholte Anwendung dieser Processe kann man die ge-

gebene Determinante ^ in die Identität 1 verwandeln. Man kann

nämlich in der ersten Horizontalreihe von zi durch abwechselnde

Anwendungen 2\ und Tg (mittels des ersten bis p^^^ Gliedes) alle Glieder

I
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vom p -\- 1**° bis zum 2p^®", ferner durch T^ (mittels des ersten Gliedes)

noch alle Glieder vom zweiten bis zum p^"^ zerstören. Dann bleibt in

der ersten Horizontalreihe nur das erste Glied, das als Factor von

zJ = \ selber + 1 sein muss. Alsdann kann man in der p + 1**"^

Horizontalreihe von z/ durch T^ mittels des p -\- 2*®"^ bis p*®° Gliedes

alle Elemente vom zweiten bis _p*^°, ferner durch T^ mittels des p -\- 1^°^

Gliedes die Glieder vom p + 2*«'^ bis zum 2^«°, endlich durch T^ mit-

tels des p + l**"" das erste Glied zerstören. Dann bleibt in der p -\- V*"^

Horizontalreihe von ^ nur das p-{-V^ Glied, das wieder = + 1 sein

muss.

Nunmehr sind in der 1'®° und der p + 1*''" Horizontalreihe alle

Elemente ausser den Diagonalgliedern == 0. Dann aber lehren die

Gleichungen (6) oder (10), dass dasselbe für die 1*^ und die p -f
1*^

Verticalreihe gelten muss. Denn setzt man die Elemente

«12, '> «ip? ^11 ; '•} ßip ^^d ^11? } y^py ^12 >
'•> ^ip

gleich 0, so werden auch die Elemente

«21 > ••} «Pl? J^U' ••? Vp^ ^^^ Äl; -'7 ßpi} ^20 •} <^pl

gleich 0. Die reducirte Determinante enthält daher in der 1'®° und

p _|. Iten Horizontal- und Vertical-Reihe nur noch die Diagonalglieder.

Mit den übrigen Reihen der Determinante kann man demnach operiren,

als ob diese beiden Reihen gar nicht vorhanden wären. Man ver-

wandelt durch dieselben Operationen die 2*^" und p + 2*^" Horizontal-

und Vertical-Reihen in solche, die nur die Diagonalglieder enthalten

und fährt so fort, bis nur noch Diagonalglieder von der Form + 1

vorhanden sind. Aus den Gleichungen (6) oder (10) folgt alsdann,

dass an und ön entweder beide = + 1 oder beide = — 1 sein müssen.

Sind Glieder der letzteren Art vorhanden, so ist noch die Transforma-

tion T^ anzuwenden, um die Determinante auf die Identität zurück-

zuführen. Hiermit ist Satz HI bewiesen.

Hieran schliesst sich endlich die Umkehrung von Satz I, nämlich:

(IV) Jeder kanonischen Transformation der Perioden ent-

spricht der Uebergang von einem kanonischen Querschnitt-

system zu einem anderen.

Zum Beweise^) zeigt man, dass jeder elementaren, kanonischen

Transformation der Perioden eine Verlegung des Querschnittsystems

entspricht, die ebenfalls elementar heissen soll, und dass sich aus

solchen elementaren Verlegungen die allgemeinste Ueberführung eines

kanonischen Querschnittsystems in ein anderes zusammensetzen lässt.

1) Thomae, .Tourn. für Math. Bd. 75. S. 229 ff. (1872).
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Die den elementaren Transformationen T^^T^jT^, T^ entsprechenden

Transformationsgleichungen (2) der Perioden lauten, wenn(«, 7c==l, ..,j)):

T^ : Ä'ik = Aij,', Ba = Ba ; nur für i = m: A'^ic= Amic + B,nk .

i;: Äik= Aa\ Bä= Bik-^ nur für i = m: Blnk= B„a+ A,„,,.

T^: A'ijc == An; Ba= Bi^ nur A'mk = Amk + A„k ; B^j^ = Bnk^^ Bmk-

2\: Aik= Aik'-, Bik= Ba nur Ani,k= — Amk\ B'ink= — B^k-

Aus diesen Transformationen lassen sich, wie oben gezeigt wurde,

alle anderen zusammensetzen; wir benutzen dies, um noch zwei neue

Typen von elementaren Transformationen einzuführen.

für ein bestimmtes m, alle anderen Elemente = 0; also

Äik^Aik^ B'ik= Bik'^ nur A',nk== + Bmk\ Bmk = + Amk-

Tg'. aii= dii==l{i=l,..,p); a«n= a„w=d„j„= d„„,= 4-l oder=—

1

für ein bestimmtes Paar m, n; alle anderen Elemente =0; also

A'ik= Aik] Bik=Bik ll}lvAmk= A„ky A'nk= A,ak] B!nk= Bnk'i Bnk= B,nk-

Nun ist geometrisch leicht zu sehen, dass jeder der Transforma-

tionen jTi bis Tq eine bestimmte Querschnittverlegung entspricht.

Man hat nur festzuhalten, dass Aik und Bik die Perioden von Wk an

Fig. 9.

Fig. 9i.

den Querschnitten a» und bi sind, d. h. Aik der Werth von tVk, ge-

nommen längs bi von der — zur -(- Seite von «j, und Bik der Werth
von tVk, genommen längs a» von der — zur + Seite von bi. In Fig. 9

ist die Normalform der Verzweigungslläche T (§ 3) zu Grunde gelegt
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uud es sind die obigen Zahlen in 1\ bis TQm= l, n = 2 gesetzt; ferner

sind die Richtungen, in welchen bei der Bestimmung der Periodicitäts-

moduln die Querschnitte durchlaufen werden, durch Pfeile angezeigt.

Man sieht nun leicht aus Fig. 9^, dass der Transformation T^ eine

¥
Fig. \

Fig. %.

Erweiterung von h,,, um a,„, aus Fig. Qg, dass T^ eine Erweiterung

von a,a um &« entspricht. Ferner aus Fig. Og, dass der Transformation

Tj eine Erweiterung von a,n um an und gleichzeitig von &,« um — &«

entspricht. Ebenso entspricht T^ ein Wechsel der Zeichen + an den

Querschnitten a^ und l,,,, T^ eine Vertauschung von a„i mit &,„ und T^

eine Vertauschung von a,„ mit a^ und gleichzeitig von &,„ mit &„.

Die genannten Querschnittsänderungen bestehen zum Theil aus

Erweiterungen (wie T^, T^, T^), zum Theil aus Vertauschungen der

Querschnitte. Aus diesen Aenderungen aber setzt sich jede weitere

Querschnittsänderung zusammen. Es entspricht 'daher auch der all-

gemeinsten, kanonischen Transformation der Perioden eine bestimmte
Verlegung des kanonischen Querschnittsystems, (q. e. d.)

§ 39. Transformation der Periodencharakteristiken.

In § 38 wurde die Transformation der Perioden untersucht, die

einer Verlegung des kanonischen Querschnittsystems (a,-, &,) der Fläche T
entspricht. Wir übertragen jetzt diese Untersuchung auf die Trans-
formation der Periodencharakteristiken.

Es seien wie früher w^, .., iVp <p linear unabhängige Integrale

1. Gattung und die Perioden derselben für zwei verschiedene, kanonische

Querschnittsysteme («,-, &,) und a'i, Vi) gegeben durch das Schema (1)
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§ 38. Führt man die Integrale w.^, . ., tVp über denselben geschlossenen

Weg C in der Fläche T, so erhält man allgemeine, zusammengehörige
Perioden P^, .., Pp von w^, .., iVp, die sich linear und ganzzahlig

aus den Perioden der Wk an den 2p Querschnitten von T zusammen-
setzen. Legt man dabei einmal das erste kanonische Querschnitt-

system {üi, bi) zu Grunde, dann das zweite (a-, h'i), so erhält man,

wenn (A", ^, i = 1 , . . , i?)

:

(1) p, = ^(1,, A,k + i;pm) = 2(^^^:-. + ^;.B/.)

.

Die 2p ganzen Zahlen (|i, .
., |^, |i, . ., |;) oder kurz (|) heissen

die Charakteristik der Perioden P^, . ., P^, für die Querschnitte
(a,-, &,); ebenso die 2p ganzen Zahlen (x^, . ., Xp] x'i, . ., x'^) oder (a;)

diejenige für die Querschnitte («-, &•). Trägt man in (1) die Werthe
von Au und JBu aus (2) § 38 ein und vergleicht die Coefficienten von

A/^iic und B/,u in (1), so erhält man für die Transformation der Perioden-

charakteristiken (x) und (§) bei Verlegung des Querschnittsystems die

linearen und homogenen Gleichungen

i i

Wählt man statt G einen anderen Weg Cj, so treten an Stelle

von {x) und (|) andere Zahlensysteme (?/) und (?y) und an Stelle von

(2) die Gleichungen

(3) "1(^=2 ('^»'' ^» + ^'" ^'•)
'

'^^'=^ (^''" ^*- + ^^V'
^'')-

i i

unter den Periodencharakteristiken nimmt die Charakteristik

(a;) ^ (0), in der sämmtliche Elemente Xi, x'i den Werth haben,

eine Ausnahmestellung ein, insofern sie nach (2) bei jeder Verlegung

des Querschnittsystems in sich selber übergeht. Nach (2) geht ferner

die Summe einer beliebigen Zahl von Charakteristiken (x) in die Summe
der transformirten Charakteristiken (|) über; ist die Summe einer Zahl

von Charakteristiken (x) Null, so ist auch die Summe der entsprechenden

Charakteristiken (|) Null. Bei der folgenden Untersuchung der Perioden-

charakteristiken treten Congruenzen auf, die, wenn nichts anderes be-

merkt ist, stets mod 2 zu nehmen sind. Wir denken uns daher auch

die Periodencharakteristiken mod 2 reducirt, so dass ihre Elemente

nur aus den Zahlen und 1 bestehen. Wir nennen ferner (wie bei

den Thetacharakteristiken (III) § 26) eine Periodencharakteristik (x)

gerade oder ungrade, je nachdem

X/ ^ix'i^ oder ^ 1 (mod 2)

.

I
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Nach (VI) § 26 ist die Zahl Cp der sämmtliclien, (mod 2) reducirten

Periodencharakteristiken, sowie die Zahl gp der geraden und die Zahl

iip der ungraden unter ihnen gegeben durch

Cp = 2'p, gp = 2P-'(2P-\-l), Up = 2P-\2P-l). (4)

Wir bezeichnen endlich mehrere Charakteristiken als unabhängig^

wenn nicht die Summe irgend einer Anzahl derselben congruent ist,

und setzen (i = 1, - , p)'

= ^XiXi, \x, y\= ^(Xiy'i±yiX?), (5)

so dass

\x,x\ = 0, 1^;, Oi= 0, \x,i\^\l,x\; (5a)

\xyz--\= \x\ + \y\-{-\2\-\ \-\x,y\-^\x,z\-{-\y,s\-{--] (6)

\xyz-; lril.-\= \x,l\ + \x,n\-\-" + \y,l\ + \y,ri\^--' (7)

Aus den Gleichungen (2) und (3) erhält man zunächst eine Be-

ziehung zwischen zwei Periodencharakteristiken, die von den Coeffi-

cienten (a, ß, y, d) der kanonischen Transformation ganz unabhängig

ist und zu einer invariantenForm führt. Es besteht nämlich die Gleichung:

^(hVi±Vi^'i)= ^i^iyi±yi^i) oder \^,rj\= \x,y\, (8)

i i

wie sich leicht ergibt, wenn man die Werthe (2) und (3) in die linke

Seite von (8) einträgt und die Gleichungen (10) § 38 benutzt. Daher

der Satz^):

(I) Sind (x) und (y) zwei beliebige Periodencharakteristiken,

so ist der Ausdruck

\x,y\=^ (Xiy'i + yix\) (9)

invariant gegenüber einer jeden Verlegung des kanonischen

Querschnittsystems oder einer jeden kanonischen Trans-

formation der Perioden.

Dieser Satz gibt Anlass zur Untersuchung eines Systems von

Periodencharakteristiken von der Beschaffenheit, dass für je zwei der-

selben der invariante Ausdruck (9) entweder den Werth oder den

Werth 1 (mod. 2) hat; wir betrachten nur Systeme der letzteren Art^).

Sind I?i, B^, . ., Bu f*
Charakteristiken, die den Bedingungen genügen:

i^,-, J5,|= l (j'^l), (10)

so gelten folgende Sätze:

1) Kronecker, Journ. für Math. Bd. 68. S. 274 (1866).

2) H. Stahl, Journ. für Math. Bd. 88. S. 273 ff. (1879).
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1) Die fc Charakteristiken B^, . ., B^t sind alle verschieden
(mod 2).

Denn wären zwei von ihnen gleich, so wäre für sie die

Gleichung (10) nicht erfüllt.

2) Ist (1=21 {^2p), so sind die Charakteristiken J5i, .., j5^

unabhängig und es besteht zwischen ihrer Summe und
jeder von ihnen wieder die Beziehung (10).

Denn es ist, wenn ^ ^ A,

|J?i . . Bi^-i, ^2^1 = \Bi, Bi^l + • • + \B2^~i, B^g] ^ 1

und

1^1 . . J52(?, Bzq] = I-Bi, B2q\ + • • + \B2^, Bz^l E^ 1,

d. h. es ist weder B^ . . B^q—i noch B^ . . B^q gleich für ein

beliebiges (>; ferner ist, wenn (i = 1, . ., 21):

\B, • B2X, Bi\ = \B,, Bi\ + •
. + \Bi, J5,| + • • + \Bu, B^= 1,

d. h. die Summe der Charakteristiken steht mit jeder einzelnen

in der Beziehung (10).

8) Ist fi = 2A + 1 (^ 2^ + 1), so sind die Charakteristiken

JBi, . ., Bi^i entweder unabhängig oder ihre Summe ist 0,

während je fi — 1 unabhängig sind.

Denn es ist, wenn () ^ A

,

\B^..B2(,-i, B^qI^^I, \Bi..B2q, B^qI^I, \B^..B2i+i, Bi\^0,

d. h. die Charakteristiken JB^ . . B2Q—1 und B^ . . B2Q sind von

verschieden, während Bj^ . . B2X+1 gleich sein kann.

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir 2p Charakteristiken

Bi, . ., B2P von der Art, dass zwischen je zweien derselben die

Gleichung (10) besteht, und bezeichnen ihre Summe (mod 2) mit

B2P+1, so dass

(11) B,..B2p+i^0.

Dass es solche Systeme gibt, zeigt sich weiter unten. Die Cha-

rakteristiken B^, . ., B2p sind von einander unabhängig und ihre

Summe B2P+1 steht mit jeder von ihnen in der Beziehung (10) (Nr. 2).

Daher kann man die Charakteristiken B^, . ., B2P+1 beliebig unter

einander vertauschen. Hieran schliesst sich die Erklärung:

(II) Ein System von 2j9 + 1 Charakteristiken B^, . ., B2p+i

von der Beschaffenheit, dass zwischen je zweien derselben

die Beziehung (10) besteht, soll im Verein mit der Cha-

rakteristik ein specielles Fundamentalsystem von Cha-

rakteristiken heissen^).

1) Für p=l bilden die vier Charakteristiken 00, Ol, 10, 11 ein solches Funda-

mentalsystem.
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Die Fundamentalsysteme sind von Wichtigkeit, weil sich, aus

den Charakteristiken eines solchen Systems sämmtliche 2^^ Charakte-

ristiken zusammensetzen lassen in einer Weise, dass sich der gerade

oder ungrade Charakter einer jeden Charakteristik sofort erkennen

lässt. Solche Darstellungen heissen kanonische. Zu ihnen führt

folgende Betrachtung. Eine Charakteristik 0, die aus fi ungraden

und V geraden unter den 2p -\- 1 Charakteristiken B^, . ., B^p-^-i ge-

bildet und durch C =^^n -{-^.g bezeichnet sei, ist nach (6) gerade

oder ungrade, je nachdem

eine gerade oder ungrade Zahl ist. Der gerade oder ungrade Cha-

rakter von C ist also nur von der Differenz fi — v abhängig und es

ist C (wenn 6 eine ganze Zahl)

gerade, wenn f*
— v = 4<? oder = Aö -{- ^,

|

ungrade, wenn ^ — v = Aß -\- \ oder == 4(? -f- 2.)

Sind t von den 2p -\- 1 Charakteristiken Bi ungrade und be-

zeichnet man die Summe derselben oder, was nach (11) das näm-

liche, die Summe der 2jö -{- 1 — t geraden Charakteristiken mit 2,

so dass
t 2p+ l — t

^ = ^u= ^g (13)

und bildet man aus 2 und den Charakteristiken B^^ . ., B^p+i fol-

gende Reihe von Charakteristiken

1 2 p—l p

2+^1?, Ü+^B,.., 2+^B, 2+^i?, (14)

»'

wo ^^ B die Summe von i beliebigen unter den Charakteristiken

B^, . ., B2P+1 bedeutet, so ist der Charakter dieser Formen leicht zu

bestimmen. Das allgemeine Glied 2 'i'^j-^ ^®^' Reihe (14) hat ver-

schiedene Form, je nachdem ^^ B Charakteristiken enthält, die be-

reits in 2 vorkommen und sich aufheben oder solche, die in 2 nicht

vorkommen, sondern hinzutreten. Alle diese Formen aber besitzen
t

denselben Charakter. Denn sie sind, wenn man ^^ u für 2 schreibt,

i—k i—k

sämmtlich enthalten in der Form ^^ n -\- ^^ ^ (Ä; == 0, 1, 2, . .),
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sie sind also von gleichem Charakter, da hier die Differenz ^— v=t— i,

i

d. h. unabhängig von k ist. Ferner sind die Formen S "H^^ -^ ^^^

ö -f- X r

^* "^'on entgegengesetztem Charakter nach (12), da für die

ersteren fi
— v = t — ?', für die letzteren ^ — v= f— i -\-2 ist. Die

Formen ii "f"^^ ^ ^'^<^ -^ "^.^ ^ ^^^^ wieder von gleichem Cha-

rakter. Berücksichtigt man noch, dass 2 ~h^^ -^ ^^^ ^ "^.^ ^ nach

(II) von gleichem Charakter sind, so zieht man den Schluss: Die

Formen (14) zerfallen in zwei Gruppen von entgegengesetztem Cha-

rakter, nämlich wenn p = 0, +1, +2, • • ist:

(15) S+^^, ^+ Z^'
i>+4^+ 2 P+ iQ+ 3

(IG) S+ ^B, ß+ ^J5.

Es bleibt also nur noch der Charakter einer dieser Formen zu

bestimmen. Nun findet man für die Anzahlen der in den Formen

(14), (15), (16) enthaltenen, verschiedenen Charakteristiken, da die

i

Zahl der in 2 +^, B enthaltenen Charakteristiken der Binomialcoeffi-

cient (2p+l)i ist, bez. die Werthe 2^p, 2^-^(2^+1), 2^-^(2^—1).

Die Vergleichung mit (4) lehrt, dass die Formen (15) sämmtlich

gerade, die Formen (16) sämmtlich ungrade Charakteristiken dar-

stellen. Aus (12) und (15) folgt weiter, dass t — p = 46 oder

= 4ö + 3 und t — p — 1 = 4(j oder 4(5 -\- 3 ist. Daher muss

(17) t=p (mod 4)

sein. Dies gibt den Satz^):

(III) Bilden 2p -\- 1 Charakteristiken B^, . ., B^p+i in Ver-

bindung mit der Charakteristik ein specielles Funda-

1) Das erste Beispiel einer kanonischen Darstellung aller Charakteristiken

durch 2^) -f 1 derselben hat Riemann gegeben (vgl. (25)). Herr Prym hat ge-

zeigt, dass sich diese Darstellungen aus der Theorie der hyperelliptischen Inte-

grale und der zugehörigen Thetafunctionen ableiten lassen (Prym, Zur Theorie

der Functionen in einer zweiblättrigen Fläche. Zürich 186G. S. oft", und Prym,
Unters, üb. d. Riemann'sche Thetaformel. Leipzig 1882. S. VII). Der Satz 111

oder die rein combinatorische Herleitung der kanonischen Darstellungen aus den

Bedingungen (10) wurde gegeben von H. Stahl 1. c).

i
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mentalsystem, d. h. ein System von der Beschaffenheit,
dass \B„ Bk EE^l (mod 2) {i^V), so besteht zwischen den
Charakteristiken B die einzige Gleichung B^ .. B^p^i^O.
Ferner stellen sich die sämmtlichen 2^^ Charakteristiken
in kanonischer Form dar, nämlich die geraden durch die

Formen (15), die ungraden durch die Formen (16). Dabei
ist ß die Summe der unter den B enthaltenen ungraden
Charakteristiken und t^p (mod 4) die Anzahl dieser Cha-
rakteristiken.

Man kann dies auch so aussprechen. Eine beliebige Charakte-

ristik £ stellt sich dar in der Form

f = ß + «1^1 H h a2p+y^tp+i, (18)

wobei unter a, die Zahl oder 1 verstanden ist, je nachdem in der
r

Darstellung £ = 2 +^ B unter dem Summenzeichen die Charakte-

ristik Bi auftritt oder nicht und eine solche Charakteristik ist

gerade, wenn p -[- 4() oder p -\- ^Q -\- \

,

I
(19)

ungrade, wenn p -\- Aq -\- 2 oder, p -{- Aq -\- ?,)

der 2jö + 1 Grössen a,- den Werth 1, die übrigen den Werth
haben.

Die Darstellung einer beliebigen Charakteristik s in der Form
r

S ~\-^ ^ oder der Form (18) ist auf zwei Arten möglich, von denen

sich die eine aus der anderen ergibt durch Addition von (11). Eine
dritte solche Darstellung kann nicht bestehen, da sich sonst durch

ihre Verbindung mit einer der beiden ersten ausser (11) noch eine

lineare Relation zwischen den Charakteristiken B ergeben würde, was
nach (III) unmöglich.

Wir stellen jetzt die Frage ^): wie lässt sich ein specielles Fun-

damentalsystem 0, B^, . ., B.2p+i ermitteln? Zur Lösung dient folgen-

der Hilfssatz:

(a) Sind üai ganze + Zahlen und x^, . ., Xa q Variabein, sind
ferner

Wa == üaxXy + • • + CIccqXq (u = 1,2,. ., ö) (20)

a lineare Formen, die (mod 2) unabhängig sind, so haben
die <? Congruenzen «« ^ c« (mod 2), wo Cj, . ., Ca beliebige

1) Frobenius, Journ. für Math. Bd. 89. S. 190 u. S. 208 ff. (1880).
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ganze Zahlen sind, 2^~° verschiedene, (mod 2) ganzzahlige
Lösungen.

Beweis. Bezeichnet man die Zahl der Lösungen mit cp, so kann

man setzen

S'^ <P=2 (1 + (- l)"^"*"") •••(! + (- 1)"'^+^'')

,

(21)

falls man jedem der Summationsbuchstaben x^, . ., x^ in den u die

Werthe und 1 beilegt. Denn, genügt ein Werthsystem der x nicht

den sämmtlichen Congruenzen w« ^ c«, so ist das entsprechende Glied

der Summe = 0, genügt es ihnen aber, = 2^ Führt man nun auf

der rechten Seite die Multiplication aus, so ist das erste Glied

X> 1 = 2^"; irgend ein anderes aber

wenn man iii -{- • • -\- ux = ttj^Xj^ -\- - -\- a^x^ setzt. Da w^, . ., m^

(mod 2) unabhängig sind, so können die a^, . ., a^ nicht sämmtlich

gerade sein. Ist aber a^ ungrade, so ist^ (— ly^^^ == 0, weil der

eine Summand + Ij der andere — 1 ist. Die rechte Seite der

letzten Gleichung ist also und folglich die rechte Seite in (21)

= 2?. (q. e. d.)

Die Ermittelung eines speciellen Fundamentalsystems 0,

-Bj, . ., JBsp+i kann nun schrittweise geschehen, indem man mit

der ersten Charakteristik beginnt.

B^ ist verschieden von 0, sonst beliebig, also auf 2^p — 1 Arten

wählbar.

-B2 ist dann irgend eine Lösung der Congruenz [B^, X|^l.
Solcher Lösungen gibt es nach dem Hilfssatze (a) 2^p~^.

B^ ist Lösung der beiden Congruenzen \Bi, X\^ 1 (i = 1, 2).

Solcher Lösungen gibt es 2^^-^ — 1 (wenn p > 1), da nach

(III) zwischen B^ und B^ keine Relation besteht, also die

zwei Congruenzen unabhängig sind und da ausserdem die

Summe jBj^g ^Is Lösung auszuschliessen ist.

B^ ist Lösung der drei Congruenzen \Bi, X| ^ 1 (i = 1, 2, 3).

Solcher Lösungen gibt es nach (a) 2^p~^.

Br, ist Lösung der vier Congruenzen \Bi, X| ^ 1 (* = 1, . ., 4).

Solcher Lösungen gibt es 2^^—^ — 1 (wenn jp > 2), da die

Summe B^B,j_B^B^ als Lösung auszuschliessen ist, u. s. f.

Auf diesem Wege erhält man sämmtliche, specielle Fundamental-

systeme. Zugleich ergibt sich, da das angegebene Verfahren auch alle Per-

mutationen der Charakteristiken eines jeden Fundameutalsystems liefert,
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also durcli die Zahl der Permutationen von 2p -\- 1 Elementen, d. h.

durch (22) -f~ !)• zu dividiren ist, als Zahl der speciellen Funda-
mentalsysteme:

(22p_i)22p-i(22i'-2_i)..2S(2^_l)2_(22?'-l)(22^-2-l)..(2*_l)^

1.2..2jp + l 1.2..2j)4-l
'.2pp. (22)

Aus der Bildung des Systemes folgt zugleich: Wenn ft Charak-

teristiken die Eigenschaft haben, dass zwischen je zweien die Relation

(10) besteht und dass ihre Summe, falls fi ungrade ist, nicht ver-

schwindet, so können sie zu einem speciellen Fundamentalsystem

ergänzt werden. So kann man 2p -{- 1 — A durch die Relationen

(10) verbundene Charakteristiken J5,-, deren Summe, wenn A gerade

ist, nicht verschwindet, zu einem speciellen Fundamentalsystem er-

gänzen auf

p 1 . 2(2^-l)23(2^-l)..(2^-^-^)
Px = rr2—i (23)

verschiedene Arten, wo d=0 oder == 1, je nachdem A gerade oder

ungrade ist.

Ein specielles Fundamentalsystem ist hiernach vollständig be-

stimmt durch 2p— 2 seiner Charakteristiken (A= 3, d= l, I\=ziy^

es kann auf 2 Arten vervollständigt werden, wenn 2p — 3 Charakte-

ristiken (A = 4, d = 0, P;i = 2), auf 6 Arten, wenn 2p — 4 Charak-

teristiken gegeben sind u. s. f.

Man kann auch auf einfache Weise aus einem Fundamental-
system alle übrigen ableiten. Zunächst ist klar:

Sind JBij i?2) ^3? ^4 vier Charakteristiken eines spe-

ciellen Fundamentalsystems und S ihre Summe und er-

setzt man diese vier Charakteristiken durch SBi, SB.,,

SB,, SB^ oder durch B,B,B^, B,B,B^, B,B^B„ B,B.,b\,

während man die übrigen ungeändert lässt, so hat man
wieder ein specielles Fundamentalsystem.

Es ist aber auch leicht zu sehen, dass man durch wiederholte

Anwendung dieser Operation aus einem Fundamentalsystem alle

anderen ableiten kann. Denn ist B^, . ., J52^+i ein specielles Funda-

mentalsystem, so kann mit Hilfe von ^ ^ = (11) jede Charakte-

ristik auf zwei Arten in die Form ^ B gebracht werden, wo
/« == 0, 1, . ., 2p -\- l ist. In der einen Darstellung kommt B^ vor,

in der anderen nicht. Mithin kann jede Lösung der Congruenzen
stahl, Abel'sche Functionen. 22
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(24) \B„X\ = 1, \B,,X\ = 1,...,\B,,X\ = 1

in der Form ^ =^, ^ == BaBß . . angenommen werden, wo keiner

der Indices a, ß, . . gleicli 1 ist.

Da unter dieser Voraussetzung

\B,, B^Bß . .\
= \B„ B^\ + \B,, Bß\-\--- = iL

ist, so muss II ungrade sein. Da ferner

\B^,B„Bß..\ = \B,,B,\-\-\B„B^\-^'~li-l oder = ^i

ist, je nachdem einer der Indices a, ß, . . gleich 2 ist oder nicht, so

folgt, dass keiner der Indices a, ß, . . gleich 2, 3, . ., X sein darf.

Mithin sind die sämmtlichen Lösungen der Congruenzen (24) dar-

gestellt durch alle Summen je einer ungraden Anzahl der Charakte-

ristiken Bx-\-\, . ., B^p-^-x. Für -Ba+1 kann man also jede Summe
einer ungraden Zahl dieser letzteren Charakteristiken wählen, ähnlich für

Bx^2 u. s. f., woraus die obige Behauptung folgt.

Will man auf diesem Wege ein gegebenes Fundamentalsystem in

ein bestimmtes anderes verwandeln, so geht man schrittweise vor;

dabei braucht man nur mit den Charakteristiken zu operiren, die nicht

beiden Systemen gemein sind.

Wir untersuchen schliesslich das Verhalten eines speciellen Fiin-

damentalsystems von 2p -\- 2 Charakteristiken 0, B^, . ., Bip+i ge-

genüber einer beliebigen Verlegung des kanonischen Querschnitt-

systems der Fläche T. Aus Satz I und II folgt unmittelbar:

(IV) Jedem Uebergang von einem kanonischen Querschnitt-

system in ein anderes entspricht der Uebergang von
einem speciellen Fundamentalsystem in ein anderes

solches System.

Umgekehrt gilt der Satz:

(V) Jedem Uebergang von einem speciellen Fundamental-
system in ein anderes entspricht der Uebergang von
einem kanonischen Querschnittsystem in ein anderes

solches System^).

Der Beweis hat nur zu zeigen, dass man jedes Fundamental-

system 0, Bi, . ., B^p^i durch wiederholte Anwendung der in § 38

aufgestellten, elementaren Transformationen in ein bestimmtes Fun-

1) Diesen Satz hat Herr Frobeniua (1. c. S. 187) für allgemeine Funda-

mentalsysteme (s. § 41) ohne Beweis angegeben.
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dameutalsysteni 0, X, Xj, . ., Xp, Yj^, . ., Yp verwandeln kann, etwa

in folgendes System^ das aus p ungraden und p -\- 2 geraden Charak-

teristiken besteht:

(X,) = (1000 . . 00; 0000 . . 00), (ZJ = (0000 , . 00; 1000 . . 00),^

(X2) = (1100..00; 1000. .00), (Z,) == (1000. .00; 1100. .00),

(X) = (1110..00; 1100. .00), (ra) = (1100..00; 1110. .00),
\

(25)

(X^)=(llll..ll; 1111. .10), (i;) = (1111..10; 1111. .11),

(X)=(llll..ll; 1111.. 11), (0) =(0000. .00; 0000. .00).

Wendet man die Transformationen Tj, T^, T^ des § 38 auf die

Formeln (2) an, so erhält man

-^
1 • b,«

—

"^h'i 5,"— '^n \^— ^}"}P) ausser g^^

—

x,n ~t- Xm
;

^'2' bu^^^Xft] b|U^=^/( (^^^^^l? 'viv ausser g)/t= Xm -f" ^rn )

Tg : i^,= x^
] i'u=x'ft (fi=\,..,p) ausser ^n=x„±^ x,n ; |«= a?,'„+ x',.

(26)

Ist nun ix) = {x^ .. Xp\ x^ . . Xp) eine beliebige, erste, von (0)

verschiedene Charakteristik des gegebenen Fundamentalsystems J5, so

lässt sich dieselbe durch wiederholte Anwendung der Operationen (26)

der Reihe nach auf die folgenden Formen bringen

(100 .

.

0; Xi X2 . . Xp),

(100 . . 0; 1 x^'.. x;),

(100 .. 0; 1 ..0),

(100 .. 0; ..0).

Die letzte Form ist die Charakteristik (Z,) in (25). Ist ferner (?/)

eine beliebige, zweite, von verschiedene Charakteristik des Funda-

mentalsystemes B, so muss dieselbe wegen (10) von der Form sein

{yiV-i ' • Vpj ^y-2 • • yp)- Sie lässt sich, ohne dass die erste Charakte-

ristik (Xj) sich ändert, durch die Operationen (26) der Reihe nach

verwandeln in

(yi2/2 .. yp-, l .. 0)

(0 . . 0; 1 . . 0).

Die letzte Form ist die Charakteristik (F^) in (25). Nach (10)

ist nun für zwei weitere, beliebige, von verschiedene Charakteri-

stiken (^) und (t) des Systems B ^^ = z^= t^ == ^/= 1 und folglich

V P

22*
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d. h. für sie reducirt sich die j9-gliedrige Bedingung (10) stuf eine

eben solche, p — 1-gliedrige Bedingung. Man kann daher in den

noch übrigen Charakteristiken B das erste und p -f-
1*® Element weg-

lassen und mit den 2p — 2 bleibenden Elementen ebenso verfahren,

wir bei den zwei ersten Charakteristiken mit den 2p Elementen.

Man erhält so der Reihe nach statt des Systems 0, B^ . . B^p+i die

Charakteristiken 0, X^, Y^, X^, Y^, . ., Xp, Yp und als letzte die

Charakteristik X = (11 . . 1; 11 . . 1). (q. e. d.)

§ 40. Die lineare Transformation der Thetafunction').

Wir kommen zur Untersuchung der Transformation, welche die

Thetafunction und ihre Elemente, nämlich ihre Argumente, ihre Moduln

und ihre Charakteristik, bei einer Verlegung des kanonischen Quer-

schnittsystems der Fläche T erfahren. Diese Untersuchung stützt

sich auf die Ergebnisse der beiden letzten §§. Wir geben den Glei-

chungen des § 38 eine andere Form, indem wir an Stelle der p linear

unabhängigen Integrale w^ , . ., Wpj die den beiden Lagen der Querschnitt-

systeme a, h und a', h' entsprechenden zwei Systeme von p Normal-

integralen, nämlich Mj, . ,, Up mit den Perioden ö,i und v^, . ., Vp mit

den Perioden ^u- einführen und die .Beziehungen zwischen den Inte-

gralen u und V und zwischen den Moduln «,* und &,i aufsuchen, unter

der Voraussetzung, dass die Coefficienten der kanonischen Transfor-

mation (a, /3, y, d), den Bedingungen (6) oder (10) § 38 gemäss,

irgendwie gegeben sind. Für die Grössen aik und hu, gelten die

früher bewiesenen Sätze (XIII und XV § 15), nämlich dass, wenn

(i, h = 1, . ., p) ist: ttik = «At-; hk == hi und dass ^ äij,XiXk und
ik

y^, hiklfiyk für reelle Werthe der x und y negativ sind. Dabei be-

ik

deuten äik und &,it die reellen Theile von 0,^ und ha.

Die den Perioden der Integrale w entsprechenden Perioden der

Integrale u an den Querschnitten a, h und Perioden der Integrale v an

den Querschnitten a\ h' sind nach (11) § 15 gegeben durch das Schema

(1)
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Daher hat man die Gleichungen (vgl. (13) und (15) § 15), wenn

(Je, l, fi=l, .., p):

jtiwk ==^, ^ik Ui =^ ^ik Vi

,

(2)
i i

niB^k =^ Aaa^i, 7tiBj.a =^ Alkhf.i. (3)
i i

Man kann in diesen Gleichungen entweder die Grössen Vi und &a-

oder die Grössen t«,- und a,* als die gegebenen, die anderen jedesmal

als die gesuchten ansehen; man erhält so zwei Systeme von Glei-

chungen, die neben einander betrachtet werden sollen. Man löse zu-

erst die Gleichungen (2) nach den u auf; es sei (j^, v = \, .
., p):

n^,=-^M,^,Vv. (4)
r

Setzt man in (2) v^, . ., Vr, . ., Vp = Q, . ., ni, . ., 0, so erhält

man als entsprechenden Werth von iVk nach dem Schema (1) und

nach (2) § 38:

Ä'yk'=^ («v ,t ^,<, k + ßy ,« ^/< a) • (5)

Der entsprechende Werth von i*^, ist

%iMy^, =- ar^,%i +^ ßvi «^i

.

(,6)

Denn der Werth der linken Seite dieser Gleichung folgt unmittelbar

aus (4); der Werth der rechten Seite wird leicht verificirt; setzt man

nämlich den Werth (5) von Wk und den Werth der rechten Seite von

(6) für u^ in (2) ein, so stimmen beide Seiten von (2) wegen der

ersten Gleichung (3) überein.

Setzt man dagegen in (2) t',, . ., Vp = hyi, . ., &»p, so geht nach

dem Schema (1) und nach (2) § 38 Wk über in

Bvk=^ {y^ftÄ^a + d\uBfik) (7)

und folglich Ufi über in

^ Mif,biv = yvfc^i-{-^ öv i ttf, i=^ Pv,u- (8)
i i

Der Werth der linken Seite ergibt sich wieder unmittelbar aus (4);

der der rechten Seite, indem man den Werth (7) von Wk und den

Werth der rechten Seite von (8) für u^i in (2) einträgt und die erste

Gleichung (3) berücksichtigt.
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Die Gleichungen (4, 6, 8) lösen die Aufgabe, die Grössen Ui und

ttik zu bestimmen, wenn die Grössen Vi und &,ä gegeben sind. Denn

aus (6) und (8) erhält man, wenn v == 1, , ., p gesetzt wird, die

Werthe von a,.ci, . ., a^^p und die Werthe der Mr^r-, alsdann aus (4)

die der u^. Die Determinante der Grössen Mv/x kann nach den

Sätzen des § 15 nicht verschwinden.

Man erhält ein zweites, ganz analoges System von Gleichungen,

indem man die Gleichungen (2) nach den v auflöst; es sei

(9) Vh=Xj Nf^ylly.

V

Setzt man u^, . ., Uv, . ., Up = 0, . ., ni, . ., 0, so geht nach dem

Schema (1) und nach (8) § 38 Wk über in

und folglich v^^ über in

(10) niN^ , = d/, V ni —^ ßiv &^. t •

i

Setzt man dagegen %, . ., Up = «ri, • •, «r^j, so geht iVk über in

und folglich Vf^ über in

(11) ^Nf^jüvi = — ff^v^i +^ Kiyhi^, = Q^,v.

i i

Die Vergleichung der beiden Formelsysteme (4, 6, 8) und (9, 10, 11)

zeigt, dass mau in den Entwicklungen durchgehends die Grössen

(12a) Uif ttikf «ifi, ßi,u, yif,, ^.70 My/u, Pyfi

vertauschen kann bez. mit den Grössen

(12b) Vi, hik, S^i, — ß/,ii,
— y^ci, ct/^d, N/,,y, Q^,y.

Trägt man die Werthe der v aus (9) in (4) und umgekehrt die

der u aus (4) in (9) ein, so erhält man zwischen den 31 und N die

Beziehungen

(13)

^^My.Ny^ = 1, ^My^Nyi = 0,

^M^y-N,.y^\, ^Mi,N^r = 0,

{i^i^y
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Setzt man

M=^^±M,, .. M,,, N^^±N,, .. N,,, (14)

so folgt

MN^l. (15)

Diese Entwicklungen sollen nunmehr zur Transformation der

Thetafunction verwandt werden. Auf Grund der Gleichungen

(4, 6, 8) suchen wir Beziehungen auf zwischen Thetafunctionen mit

den Argumenten Vu und Moduln hk und Thetafunctionen mit den

Argumenten Uk und Moduln a^k- Hierzu gehen wir aus von der Theta-

function erster Ordnung mit den Argumenten «/,, den Moduln af,k und

der zweitheiligen Charakteristik (a;), nämlich (vgl. (37) § 26):

#^((»; rt)) = ^^(?<i, .., Up-^ a)

-i-^)^"'2
^a.*(".+y) (".+?) +2^("<+?)(«. + T-:-) (16)

,.p

In diese Function tragen wir die Werthe (4) ein, wodurch sie in

eine Function der Argumente Vi übergeht, und untersuchen das Ver-

halten dieser Function bei Vermehrung der Argumente um die zu

den Vi gehörigen Periodensysteme.

Wächst Vv um jt*, also ze^ um den Werth (6), so geht '9'j;((h; a))

nach (12) § 26 über in

^4Ka))-(~l)»- c
'• "^ *

(17)

Wächst v^,..,Vp um &,i, .., 6»/,, also u,, um den Werth (8), so geht

%'x^n'^ «)) über in

^4(u;4-(-l)'- e ^
'* *

(18)

Aus (17) scMiesst man, dass die Function ^'^{{u:, a} durch Multi-

plication mit einem Factor, dessen Logarithmus eine homogene Func-

tion zweiten Grades in u^, . ., Hp ist, in eine Function verwandelt

werden kann, die für jede der Variabein v^, . ., Vp die Periode Jii be-

sitzt. Wir betrachten daher, indem wir

A(4 = A^'u • -y ^p) ^^ dkUiUk (19)

setzen, statt -^-^f»; «)) die folgende Function:

^.(«x; • ', %*, «) e/(«--,V == F(v,, . ., Vp). (20)
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Es wird sich zeigen, dass sich die Coefficienten c^ in (19) so

bestimmen lassen, dass (20) eine Thetafunction erster Ordnung mit

den Argumenten Vi, den Moduln hu, und einer gewissen, zweitheiligen

Charakteristik (^) ist, dass sie also den beiden Functionalgleichungen

genügt. (Vgl. (38) § 26):

XFiv, + &.1, . ., Vj^ + h,p) = (- 1)^; F{v„ ,«;,,) c-^^v-K..

AVir suchen zunächst der ersten Gleichung (21) zu genügen;

dabei bestimmen sich die Grössen dk und die Zahlen i,^. Lässt man
Vv um ni wachsen, so wächst m^< um niMr/n (6) und es geht /"((«))

über in

(22) t\u,, . ., %) + 27ii^CikUiMrk — n^^CikM,iM,k.

Soll nun i^X^i) • -y '^p) ^^^ ersten Gleichung (21) genügen, so hat

man, wie die Vergleichung mit (17) ergibt, zu setzen:

X, ßv i Ui = ni^ Cik Ui Mrk

,

i i ,k

oder

(23) ßn = Jr*^ Ca M,k (v, i = 1 , . ., p) .

k

Hieraus folgt durch Auflösung nach dk und wegen (6)

V

WO M die Determinante (14) bedeutet. Hiermit sind die Coefficienten

Cik in (19) eindeutig bestimmt; für sie gelten die Gleichungen

(25) Cik^Cki,

wie aus (24) unmittelbar folgt.

Man kann nun auch das letzte Glied in (22) bilden. Aus (23)

in Verbindung mit (6) folgt:

(26) - - ^^'^Cik M,i M,k= Tci^Mri ßr i
=- ^i^a,i ßn +^ai* ß.i ßrk-

i,k i i i,k

Aus (17) und (22) ergibt sich nunmehr, dass die Function F(^üi,..,Vjy)

der ersten Gleichung (21) genügt, wenn man setzt:

(27) lv = X; {o^vi'A. + ßriXi'-}- Kyißy,) (mod 2).

i

Wir suchen ferner die Bedingungen auf, unter denen die Function

(20) auch der zweiten Gleichung (21) genügt; dabei ergeben sich
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die Zahlen |r- Lässt man i^i, . ., Vp um h^i, . .^hvp wachsen, so wächst

u^ um JBvf^ (8); folglich geht /"((m)) über in

f{u„ . ., Up) + 2^c^,u,P.., +^c,-,P.,P..,. (28)
i ,k i ,k

Um die beiden letzten Glieder von (28) auszuwerthen, entnehme

man den Gleichungen (6) und (8) die Werthe von «v^ und y,^ und

trage sie in die Gleichungen (10) § 38 nämlich

"i 0, wenn ft ^ v

ein-, man erhält

i i 0, wenn fi ^ v.

Ersetzt man hier ß/^a durch seinen Werth aus (23), so folgt

"i 'a U, wenn ^ ^ v.

Multiplicirt man die linke Seite von (29) mit t;^ und summirt

nach ft, so folgt wegen (4)

i,k i

Multiplicirt man dagegen die linke Seite von (29) mit 6^,, und

summirt nach (i, so folgt wegen (8)

X, CaPviPrk = — Kv + ^^X, VviSvi +^ «,A^vi<^v/t. (30)
i ,k i i ,k

Wächst also i^j, . ., Vp um ft^i, . ., hyp, so geht /'((«)) nach (28,

29, 30) über in

f{u^, ..,Uj)~ 2vy— hr -\-2y, dyjUj+ Tti ^, y^t^, » + ^, ajk^viSyk'
i i i ,k

Dies in Verbindung mit (18) zeigt, dass die Function F{p^, . ., Vp)

(20) auch der zweiten Gleichung (21) genügt, wenn man setzt:

Iv=^ (y» » ^i + «^i- i ^/+ yv «• ^v ,)
(mod 2). (3

1

)

i

Man kann also in der That den Bedingungen (21) genügen; die

Grössen dk bestimmen sich aus (24), die Charakteristik (|) aus (27)

und (31). Die Auflösung der letzten Gleichungen nach Xi und x/

lautet
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(32) Xi=^ (d^il^— /3,,ii;+ /5^id/,i)> ^i=_^ (-Yi.ci^fc+ cc^cdi.'^cc/uiy^n),

d. h. die aufgelösten Gleichungen unterscheiden sich von den ursprüng-

lichen nur dadurch, dass an Stelle der Transformationscoefficienten

die inversen Coef'ficienten getreten sind.

Die Transformationsformel für die Thetafunction lautet

nunmehr nach (20) und (24)

(38) &^iv- b)) = Ä&4{n', 4e/((")),

wo

(34) /(W)=2'^l!^'"«-
i,k '*

Es ist klar, dass man in den vorstehenden Entwicklungen durch-

gehends die Grössen

u, a, ttif,, ßi^, yift, ^t>, M, P, X

vertauschen kann bez. mit

Man erhält so gleichzeitig mit (33) und (34) die Formeln

(35) ^, {w, 4 = B^^, {v; h)) efm

wo

(36) ^W=2'^f^"'-'-

Die Constanten Ä und B, sowie die Functionen /"((w)) und «pf^))

in (33) und (35) stehen in enger Beziehung zu einander. Eliminirt

man aus beiden Gleichungen die Functionen •9' und setzt dann ^<J,..,^«p,

also nach (4) auch v^, . ., Vp gleich 0, . ., 0, so folgt

(37) äB=1 und f{{u)) + (p (v)) = (mod 27ti).

Es bleibt noch die Constante Ä in (33) zu bestimmen; dieselbe

ist abhängig von den Moduln a,i (oder hik), den Transformations-

coefficienten a, /3, y, d und der Charakteristik x (oder ^). Wir ver-

weisen wegen dieser Rechnung auf die Litteratur ^).

Die gewonnenen Resultate fassen wir zusammen in den Satz:

Bei einer Verlegung des kanonischen Querschnitt-

systems oder bei einer kanonischen Transformation der

1) Thomae, 1. c. Clebsch - Gordan, 1. c. S. 318 IF. Weber, Journ. für

Math. Bd. 74. S. 574 (1871).
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Perioden, dargestellt durch die Gleichungen (2) § 38 mit

den Bedingungen (6) oder (10) § 38, verändern sich auch

1) die Argumente der Thetafunction Hk in Vu

gemäss den Gleichungen (4) oder (9);

2) die Moduln der Thetafunction a,* in hik

gemäss den Gleichungen (8) oder (11)-,

3) die Charakteristik der Thetafunction x in |

gemäss den Gleichungen (27) und (31) oder (32);

4) die Thetafunction selber %'x{u-^ «)) in ^^{v'^ h))

gemäss den Gleichungen (33) oder (35).

Diese Transformation heisst die lineare Transformation der

Thetafunctionen. Da die Transformationscoefficienten (a, ß, y, d)

auf unendlich viele Arten gewählt werden können, so heisst die Theorie

der linearen Transformation auch die Theorie der unendlich vielen

Formen der Thetafunction. Da ferner lineare Transformationen,

deren Coefficienten a, ß, y, 8 nach dem Modul 2 congruent sind, zu

denselben Charakteristiken der transformirten Thetafunctionen führen,

so betrachtet man nur solche lineare Transformationen als wesentlich

verschieden, deren Coefficienten (mod 2) verschieden sind; die Zahl

dieser letzteren ist endlich.

§.41. Transformation der Thetacharakteristiken,

In § 40 wurde die einer Verlegung des kanonischen Querschnitt-

systems (ff, &) entsprechende, lineare Transformation der Thetafunction

untersucht. Bei derselben ändern sich die Argumente, die Moduln und

die Charakteristik der Thetafunction. Wir betrachten jetzt eingehender

die Transformation der Thetacharakteristiken, die von der der

Periodencharakteristiken (§39) wesentlich abweicht. Die Transformation

zwischen zwei Thetacharakteristiken x und | war gegeben durch die

linearen, nicht homogenen Gleichungen^) (27) und (31) § 40,

nämlich, wenn (i, v = \, . •, p)'.

^v^^ («v.a^i -f ß.ix'i + CC^ißyi),

^v = /, (yviXi -\- drix'i-{- yvidv,) (mod 2)

,

wobei vorausgesetzt ist, dass die Coefficienten a, ß, y, d den Gleichungen

(6) oder (10) § 38 genügen.

1) Für 2) = 2: Hermite, Comptes rendus. T. 40, S. 367 (1855).
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Wie aus Periodencharakteristiken, so lassen sich, auch aus Theta-

charakteristiken gewisse Formen bilden, die der linearen Transforma-

tion oder der Querschnittverlegung gegenüber invariant sind. Ein

erster Satz ist folgender:

(1) Ist (x) eine beliebige Thetacharakteristik, so ist der Aus-
druck

(2) ,
\x\ = ^XiX'i

i

invariant für jede Verlegung des Querschnittsystems oder

jede lineare Transformation der Thetafunctionen.

Dass II I ^
I

a;
I

ergibt sich aus (1) mit Hilfe der Relationen (6)

oder (10) § 38. Dasselbe folgt auch so: Setzt man in der Trans

-

formationsgleichung für die Thetafunction (33) § 40 — Ui für m,-, also

nach (4) § 40 auch — Vi für vi (i == 1, .
. , p), so nimmt, da die Con-

stante A von den m,- unabhängig und /'((^<)) homogen vom zweiten

Grade in den Ui ist, die linke Seite den Factor (— 1)^^', die rechte

Seite den Factor (— l)i^i an nach (41) § 26. Da andrerseits die

Gleichung (33) §40 uugeändert bleiben muss, so folgt(— l)i^l= (— l)!^l

oder
[ I j

^
I

o;
I

(mod 2). (q. e. d.)

Hiernach geht jede gerade Charakteristik wieder in eine gerade,

jede ungrade Charakteristik wieder in eine ungrade über; dasselbe gilt

von den Thetafunctionen. Aus (I) ergibt sich sofort ein zweiter Satz.

Nach (1) geht die Summe einer ungraden Anzahl von Theta-

charakteristiken x, y, z^ . . über in die Summe der transformirten

Thetacharakteristiken 1,1^,^,.. Es ist also auch \xyz\ und all-

gemein \xx^ . . X'ix\ invariant. Daher folgt aus (I):

(II) Sind X, y, z drei beliebige Thetacharakteristiken, so ist

der Ausdruck

(3) \x,y,z\ = \x\-\~\y\-\-\z\ + \xyz\

invariant für jede Verlegung des Querschnittsystems oder

jede lineare Transformation der Thetafunctionen.

Der Ausdruck \x, y, z\ lässt sich auch schreiben (vgl. die Defini-

tionen S. 263)

(4) \x, y, z\^\x, y\ -{- \y, z\ -\- \z, x\ = \xy\ + \yz\ -f \zx\,

so dass, wenn C eine beliebige Thetacharakteristik ist,

(5) \x, y, z\ = \Cx, Cy, Cz\.

Wie früher für die Periodencharakteristiken der invariante Aus-

druck von zwei Charakteristiken \x, y\ (I, § 39), so gibt hier für die

Thetacharakteristiken der invariante Ausdruck von drei Charakteristiken



§ 41. Transformation der Thetacharakteristiken. 349

\x, y, z\ Anlass zur Untersuchung eines Systems von Thetacharakte-

ristiken von der Beschaffenheit, dass zwischen je dreien derselben dieser

Ausdruck (3) entweder den Werth oder 1 (mod 2) hat. Systeme

der letzteren Art führen auf die sog. allgemeinen Fundamental-

systeme von Charakteristiken^). Man kann dieselben noch ein-

facher unmittelbar aus den früher (§ 39) betrachteten, speciellen

Fundamentalsystemen herleiten, indem man definirt:

(III) Addirt man zu den Charakteristiken eines speciellen

Fundamentalsystems von 2p -\- 2 Charakteristiken 0, ^,, . .,

Bzp-^i eine beliebige Charakteristik Ao und setzt

ÄQBi^Ai oder BiEEA^Ai, (6)

so bilden die 2^3 -\- 2 Charakteristiken

Aq, A^, ..., A2p-^i (7)

ein allgemeines Fundamentalsystem von 2p -^2 Charakte-

ristiken.

Ist C eine beliebige Charakteristik, so bilden die 2p -f 2 Cha-

rakteristiken CAq, CAj, . ., CA^p+i offenbar ebenfalls ein allgemeines

Fundamentalsystem und zwar ein von dem ursprünglichen verschie-

denes, wenn Ovon verschieden ist. Setzt man C= Aq und CAi= Bi,

so erhält man umgekehrt aus dem allgemeinen ein specielles Funda-

mentalsystem von der in § 39 betrachteten Art.

Die Eigenschaften eines allgemeinen Fundamentalsystems sind

Dach der Definition (III) folgende:

1) Zwischen je dreien der Charakteristiken (7) besteht die Relation:

\Ai,A,,A,\ = l (mod 2). (8)

Dies folgt unmittelbar aus (6) und der Darstellung (4) von \x, y, z\.

Umgekehrt können die Bedingungen (8) zur Definition eines

allgemeinen Fundamentalsystems dienen.

2) Da Aq als beliebige Charakteristik sich in die Form bringen

lassen muss A^^ B^ . . l^^).^ B^x^x - B2p+i, so folgt aus (6),

1) Die allgemeinen Fundamentalsystenie sind untersucht von Herrn Fro-

benius (Journ. für Math. Bd. 89 S. 208 tf. 1880) auf Grund der Defmitions-

gleichungen (8). Systeme von Charakteristiken, für die der Ausdruck (3) den Werth

bez. 1 hat, heissen auch syzygetische bez. azygetische Systeme. Entsprechende

Bezeichnungen gelten für die speciellen Fundamentalsysteme. Die obige Herleituug

der Eigenschaften der allgemeinen aus denen der speciellen Fundamentalsysteme

hat Herr Frym gegeben (Unters, üb. d. Riemann'sche Thetaformel, Leipzig 1882,

S. 64—70). Daselbst ist auch die Bezeichnung „kanonische Darstellung" der Cha-

rakteristiken durch ein Fundamentalsystem eingeführt.
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dass zwischen den Charakteristiken (7) zwei Relationen bestehen

von der Form

(9) ^o-^i, .. ^22 = 0, A2X+I..Ä2p+ iEEE0'^

aus ihnen folgt

(10) A,Ä,...A2^+i = 0.

Eine weitere Relation aber kann zwischen den 2p -^ 2 Charakte-

ristiken (7) nicht bestehen, weil sonst eine lineare Relation zwischen

den Charakteristiken B bestehen müsste, ausser ^1^2 • • -ß2;j+i ^ 0,

was nicht der Fall ist (Satz III § 39).

Man kann nun, ebenso wie (§ 39) durch ein specielles, so auch

durch ein allgemeines Fundamentalsystem sämmtliche 2^^ Charak-
teristiken in kanonischer Form darstellen, d. h. so, dass sich der

gerade oder ungrade Charakter einer jeden Charakteristik sofort er-

kennen lässt. Nach (18) § 39 hat man für eine beliebige Charakte-

ristik £ die Darstellung

(11) « = £ + aiJ?i-| 1- «2j>+1-52^+1.

Durch Einführung der Ä aus (6) erhält man statt dessen

£ = 2 + («1 H h «2p+i) A + «^1^1 H h CC2P+1A2P+1.

Addirt und subtrahirt man auf der rechten Seite (p -\- 1) Aq und setzt

2p+ l

Q + {p+l)A,~K, a,=^«, -(p+1),
v= l

so erhält man die Darstellung

(12) E = K-\- a^A^ -\- a^A^-\
f- «2^+1^2/,+!

mit der Bedingung
2p+ l

(13) ^a,=i? + l (mod2).
r =

Der gerade oder ungrade Charakter von (12) lässt sich nun leicht

feststellen.

Nach (19) § 39 ist e gerade, wenn von den 2p 4- 1 Grössen

«1, . ., cc^p+i entweder p -\- 4:Q oder p -\- Aq -{- 1 den Werth 1 haben.

Im ersten Falle folgt aus (13) u^ = \-^ im zweiten Falle «q = 0, so

dass in beiden Fällen von den 2p -\- 2 Grössen a^, «j, . ., «2^+1 in

(12) p -\- Aq -\- 1 den Werth 1, die übrigen den Werth haben.

Dagegen ist e ungrade, wenn von den 2j? + 1 Grössen «j, . .,

a2p+i entweder p -{- Aq -\- 2 oder p -{- Aq -{- ?> den Werth 1 haben;

im ersten Falle ist ocq= 1, im zweiten Falle a^ = 0, so dass in beiden
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Fällen von den 2p -\- 2 Grössen a^, a^, . ., «a^+i in (12) p + 4() -j- 3

den Werth 1, die übrigen den Werth haben.
t

Hieraus folgt, wenn^ Ä die Summe von i beliebigen unter den

Charakteristiken (7) bedeutet, der Satz:

(IV) Sind Aq, Ai, . ., Ä-^p+i die 2p -{- 2 Charakteristiken eines

allgemeinen Fundamentalsystems, definirt durch das

Bildungsgesetz (III) (oder, was dasselbe, durch die Bedin-

gungen (8)), so bestehen zwischen denselben nur zwei Glei-

chungen von der Form (9). Ferner stellen sich die sämmt-

lichen 2^^ Charakteristiken dar in kanonischer Form,

nämlich, wenn ^ = 0, +1, + ^; ••• ^^^7

die geraden Charakteristiken in der Form K -{- x,^>

p+io— l V^"*)

die uugraden Charakteristiken in der Form K-\-^ A.

Wir zeigen noch, dass (ähnlich wie bei den speciellen Fundameutal-

systemen) in den Darstellungen (14) iL die Summe der unter den

2p \- 2 Charakteristiken Ai enthalteneu, ungraden Charakte-

ristiken ist und dass die Zahl dieser Charakteristiken ^ ji)

(mod 4) ist.

Die Darstellung einer Charakteristik s in der kanonischen Form

(12) mit den Bedingungen (13) ist auf zwei Arten möglich, von denen

die eine aus der andern hervorgeht durch Addition von (10). Eine

dritte solche Darstellung kann nicht bestehen, da sich durch ihre Ver-

bindung mit den beiden genannten Darstellungen ausser (9) und (10)

noch eine weitere, lineare Relation zwischen den A ergeben würde,

was unmöglich.

Man erhält aber, indem man zu der Gleichung (12) die Gleichungen

(9) addirt, für dieselbe Charakteristik e noch zwei weitere Dar-

Stellungen der Form (12), bei denen aber ^Uv^^p (mod 2). Diese

Darstellungen sollen nichtkanonische heissen, da sich bei ihnen

nicht aus der Anzahl der von verschiedenen Grössen a auf den Cha-

rakter von £ schliessen lässt.

Nun sei eine der nichtkanonischen Darstellungen der Charakte-

ristik (0) die folgende

= jf H-^,^ + -- + J;^ (sEEpmod2). (15)

Bezeichnet man mit ^j, .
., ^42^^+2—* die 2p-\-2— s von X^, . ., l^

verschiedenen Zahlen aus der Reihe 1, 2, . ., 2p -j- 2 und addirt zur
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linken und zur rechten Seite von (15) einmal eine beliebige der

s Charakteristiken Ax, etwa Ax^, das andere mal eine beliebige der

2p ~\- 2 — s Charakteristiken Af, , etwa Af,^ , so erhält man für Ax^

und Ap die kanonischen Darstellungen:

Ax^=K+Ax^-\ h Ax^ + Ax^,

(16)

Die Zahl der Charakteristiken auf der rechten Seite ist in der

ersten Gleichung (16) s — 1, in der zweiten Gleichung s -f- 1.

Nach Satz IV sind daher die s Charakteristiken Ax und ebenso die

2p -{- 2 — s Charakteristiken A^i entweder sämmtlich gerade oder

sämmtlich ungrade, die ersteren aber stets von entgegengesetztem

Charakter wie die letzteren. Die Charakteristik K muss also nach

(16) ebensowohl gleich der Summe der geraden, wie gleich der Summe
der ungraden unter den 2p -\- 2 Charakteristiken A sein. Man kann

daher nach (15) die s Charakteristiken Ax als die unter den 2p -\- 2

Charakteristiken A vorhandenen ungraden Charakteristiken betrachten

und erhält dann nach (16) und Satz IV für s— 1 die Form p-\- Aq—1,
wonach s^^p (mod 4). (q. e. d.)

Hieraus ergibt sich noch, dass die kanonischen Darstellungen (14)

sämmtlich Combinationen einer ungraden Anzahl(wesentliche Com-
l)inationen), die nichtkanonischen Darstellungen dagegen Combina-

tionen einer geraden Anzahl der Charakteristiken Aq, A^, .., A'^pj^i sind.

Die Herleitung eines allgemeinen Fundamentalsystems ^o, .., ^2p+i

ergibt sich aus der eines speciellen Systems. Aq ist beliebig, also auf

2^^ Arten wählbar. Alsdann erhält man die Charakteristiken AqAi = Bi

wie früher angegeben, womit alle Ai bestimmt sind. Da hierbei auch

alle Permutationen der Charakteristiken eines jeden allgemeinen Funda-

mentalsystems 2p-\-2 erhalten werden, so ist die Zahl der allgemeinen

Fundamentalsysteme nach (22) § 39:

Ferner folgt aus § 39, dass 2p -\-2 — l durch die Relationen (8)

verbundene Charakteristiken A, deren Summe, falls l gerade ist, nicht

verschwindet, zu einem allgemeinen Fundamentalsystem ergänzt werden

können auf Px (23) § 39 Arten, wobei d = Q oder = 1 ist, je nach-

dem l gerade oder ungrade ist, dass also z. B. ein allgemeines Funda-

mentalsystem auf 1, 2, 6, . . Arten vervollständigt werden kann, wenn

bez. 2p — 1, 2jö — 2, 2p — 3, . . seiner Charakteristiken gegeben sind.

Für die Verwandlung eines allgemeinen Fundamentalsystems in

ein anderes gilt derselbe Satz von Aqj A^, . ., A-ipj^i, der S. 337
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von B-^, . ., B2P+1 ausgesprochen wurde. Denn für J;i-|_i kann man
wie dort jede Summe einer ungraden Zahl von Charakteristiken

Ai+i, . ., A2P+1 wählen^).

Kehrt man zurück zu der Verlegung des kanonischen Querschnitt-

systems, so ergibt sich für die allgemeinen Fundamentalsysteme von

Charakteristiken aus der invarianten Eigenschaft von Ix^y^^l der Satz:

(V) Jedem Uebergang von einem kanonischen Querschnitt-
system der Fläche T in ein anderes entspricht eine be-

stimmte, lineare Transformation der Thetafunctionen oder
der Uebergang eines allgemeinen Fundamentalsystems von
Thetacharakteristiken in ein anderes. Dabei bleibt der
gerade oder ungrade Charakter einer jeden Charakteristik
des Systems und folglich auch die Zahl s seiner ungraden
Charakteristiken erhalten.

Umgekehrt gilt der Satz:

Jedem Uebergang eines allgemeinen Fundamental-
systems von Thetacharakteristiken in ein anderes, mit der-

selben Zahl s der ungraden Charakteristiken, entspricht
eine bestimmte Verlegung des kanonischen Querschnitt-
systems der Fläche T.

Denn seien Aq, A^, .., A^p+i und Aq, A^, . ., A2p+i zwei all-

gemeine Fundamentalsysteme von Thetacharakteristiken mit derselben

Zahl s von ungraden Charakteristiken, welche durch eine Transforma-

tion der Form (1), nämlich, wenn {i, v == 1, . ., p):

iv=_^ (ayiXi+ ßrix'i-j-ayißyi), 1;.= ^, (rviXi-\-dyiX'i-{-yriSyi) (18)

in einander übergehen, wobei die Coefficienten a, ß, y, d den Gleichungen

(10) § 38 genügen. Setzt man A^^Ai= Bi und A^A,-= Bi(i= 1, .., 2p+ 1),

so folgt, dass die speciellen Fundamentalsysteme 0, B^, . ., B^p-^i und

0, Bj, . ., 82^+1 in einander übergehen durch eine Transformation der

Form

i i

oder, wenn man i^v, yi'y, yi, y'i bezüglich durch — t^y, ly,
—

z'i, Zt und

«ri, ßviy yvif Svi bez. durch d'iy, — /3i>, — y'iv, a'iv ersetzt, durch eine

Transformation der Form

Ir=^ («ir^/ + y'iyZ'i) , t'v=^ (ß'iv^i + ^'ivS'i)
, (19)

1) Frobenius, Journ. für Math. Bd. 89, S. 213 (1880). Daselbst finden sich

noch weitere Sätze über Complexe von Fundamentalsystemen.

stahl, Abel'sohe Functionen. 23
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wo die Coefficienten a
^

ß', y, ö' nunmehr den Gleichungen genügen

"^
, , , ,

"hl? weim ^ =-- Vj
> {a'if.d'ir — ß'ivy'i,.) = n <"-^ 0, wenn ^^ v .

Die Gleichungen (19) mit den Bedingungen (20) vermitteln aber

den Uebergang von einem speciellen Fundamentalsystem oder einem

Fundamentalsystem von Periodencharakteristiken in ein anderes, wie

die Vergleichung von (19) und (20) mit (2) § 39 und (6) § 38 zeigt,

und einem solchen Uebergang entspricht nach Satz V § 39 stets eine

bestimmte Verlegung des kanonischen Querschnittsystems, (q. e. d.)

Wir werfen zum Schluss noch einen Rückblick auf die Lösung

des Jacobi'schen Umkehrproblems (Abschn. VI).

Durch die vorstehende Untersuchung der allgemeinen Fundamental-

systeme von 2j9 -|- 2 Thetacharakteristiken sind nicht allein die in

§ 32 S. 263 und 264 benutzten Sätze bewiesen, sondern es tritt auch der

Einfluss klar hervor, den die Verlegung des kanonischen Querschnitt-

systems der Fläche T auf die Lösung des Umkehrproblems ausübt. Führt

man nämlich ein kanonisches Querschnittsystem (a, h) in ein anderes {a, li)

über, so ändert sich an der im Abschnitt VI (s. bes. § 32 Satz VII)

gegebenen Lösung des Umkehrproblems nichts, als dass sich einem

Fundamentalsystem von 2p -\- 2 Berührungsfunctionen ^^ oder Wurzel-

functionen l/i^^, statt des ursprünglich gewählten Fundamentalsystems

von 2p -\- 2 Thetacharakteristiken ein anderes solches System zuordnet.

Für diese neue Zuordnung geben die Gleichungen (4), (6), (8), (27),

(31) und (33) § 40 die transformirten V^'^erthe der Argumente Un, der

Moduln ühk, der Charakteristik ^ und der Thetafunction O'^fw; «)) an.

Umgekehrt kann man von vornherein einem beliebigen Fundamental-

system von Functionen ^^< ein beliebiges Fundamentalsystem von Theta-

charakteristiken II zuordnen und nachträglich die Lage des Querschnitt-

systems angeben, die dieser Zuordnung entspricht. Verbindet man
schliesslich die im Abschnitt IV betrachtete, eindeutige Transformation

der algebraischen Fundamentalgleichung F(x, y) = mit der im Ab-

schnitt VIII untersuchten linearen Transformation der Thetafunction,

so erhält man aus einer bestimmten Form der Lösung des Umkehr-

problems, wie sie im Abschnitt VI angegeben wurde, die allgemeinste

Form der Lösung dieses Problems.

i
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